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Автоматика и телемеханика, № 5, 2024

Тематический выпуск

3 февраля 2023 г. ушел из жизни выдающийся ученый-математик и за-
мечательный человек – Борис Теодорович Поляк. Силами сотрудников ла-
боратории № 7 Института проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН,
которой он долгое время руководил и десятилетия являлся генератором яр-
ких научных идей, мы задумали организовать специальный выпуск журнала
«Автоматика и телемеханика». Выход этого сборника приурочен не к печаль-
ной годовщине кончины Бориса Теодоровича, но ко дню его рождения 4 мая
1935 г.

Круг научных интересов Бориса Теодоровича поражает своим разнооб-
разием, – достаточно лишь взглянуть на список опубликованных им работ,
который мы приводим в нашем сборнике. Стоит обратить внимание и на то,
что, помимо широты интересов Бориса Теодоровича, приведенная библиогра-
фия свидетельствует о большом количестве его соавторов, – он всегда щедро
делился своими идеями как с молодыми учениками, так и с более старшими
коллегами.

Конечно, в рамках одного номера невозможно затронуть все направления,
в которых работал Борис Теодорович, но мы попытались собрать статьи по
тематикам, наиболее интересовавшим его в последние годы. Здесь и любимая
им с молодости теория оптимизации, и методы классической теории автома-
тического управления, робастность и подавление внешних возмущений, ли-
нейные матричные неравенства, сверхустойчивость, прикладные задачи ис-
следования энергетических систем, и явление всплеска. Из-за ограничений
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на объем одного номера часть поступивших статей перенесена в 6-й номер
журнала.

В следующем году мы планируем выпуск еще одного тематического сбор-
ника, посвященного 90-летию со дня рождения Б.Т. Поляка; круг авторов
предполагается гораздо более широким.

От лица всех сотрудников лаб. 7 ИПУ РАН

ответственный за выпуск

П.С. Щербаков
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https://sites.google.com/site/lab7polyak/ c© А.А. Тремба.
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Bakus̆inskïı A.B., Poljak B.T. On the Solution of Variational Inequalities // Sov.
Math. Dokl. 1974. V. 15. No. 6. P. 1705–1710.

3.27. Поляк Б.Т. Сходимость и скорость сходимости итеративных стохастических
алгоритмов. I. Общий случай // АиТ. 1976. № 12. С. 83–94.
Polyak B.T. Convergence and Convergence Rate of Iterative Stochastic Al-
gorithms. I. General Case // Autom. Remote Control. 1976. V. 37. No. 12.
P. 1858–1868.

3.28. Поляк Б.Т. Сходимость и скорость сходимости итеративных стохастических
алгоритмов. II. Линейный случай // АиТ. 1977. № 4. С. 101–107.
Polyak B.T. Convergence and Convergence Rate of Iterative Stochastic Algo-
rithms. II. The Linear Case // Autom. Remote Control. 1977. V. 38. No. 4.
P. 537–542.

3.29. Поляк Б.Т. Сравнение скорости сходимости одношаговых и многошаговых
алгоритмов оптимизации при наличии помех // Изв. АН СССР. Техн. кибер-
нетика. 1977. № 1. С. 9–12.

Polyak B.T. Comparison of the Convergence Rates for Single-Step and Multi-Step
Optimization Algorithms in the Presence of Noise // Eng. Cybern. 1977. V. 15.
No. 1. P. 6–10.

3.30. Поляк Б.Т. К вопросу о сравнении градиентного метода и метода случайного
поиска // Автоматика и вычислительная техника. 1977. № 3. С. 57–60.
Poliak B.T. On the Comparison of Gradient Method and Random Search
Method // Autom. Control. Comput. Sci. 1977. V. 11. No. 3. P. 59–62.

3.31. Poljak B.T. Nonlinear Programming Methods in the Presence of Noise // Math-
ematical Programming. Series B. 1978. V. 14(1). P. 87–97.

3.32. Белов Е.Н., Поляк Б.Т., Скоков В.А. Комплекс программ оптимизации //
Экономика и математические методы. 1978. Т. 14. № 4. С. 792–796.

3.33. Поляк Б.Т. Минимизация сложных функций регрессии // Кибернетика. 1978.
№ 4. С. 148–149.

3.34. Поляк Б.Т., Скоков В.А. Решение задач на минимум суммы квадратов //
Экономика и математические методы. 1978. Т. 14. № 6. С. 1173–1180.

3.35. Поляк Б.Т. Методы решения задач на условный экстремум при наличии слу-
чайных помех // Журн. вычисл. мат. и мат. физики. 1979. Т. 19. № 1. С. 70–78.
Polyak B.T. Methods for Solving Constrained Extremum Problems in the Pres-
ence of Random Noise // USSR Computational Mathematics and Mathematical
Physics. 1979. V. 19. No. 1. P. 72–81.

3.36. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Адаптивные алгоритмы оценивания (сходимость,
оптимальность, стабильность) // АиТ. 1979. № 3. С. 71–84.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Adaptive Estimation Algorithms (Convergence, Op-
timality, Stability) // Autom. Remote Control. 1979. V. 40. No. 3. P. 378–389.

3.37. Poljak B.T., Tsypkin J.Z. Robust Identification // Automatica. 1980. V. 16(1).
P. 53–63.

8



3.38. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Оптимальные псевдоградиентные алгоритмы сто-
хастической оптимизации // Докл. АН СССР. 1980. Т. 250. № 5. С. 1084–1087.
Poliak B.T., Tsypkin J.Z. Optimal Pseudogradient Algorithms for Stochastic Op-
timization // Sov. Phys. Dokl. 1980. V. 25. No. 2. P. 85–87.

3.39. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Оптимальные псевдоградиентные алгоритмы адап-
тации // АиТ. 1980. № 8. С. 74–84.
Poliak B.T., Tsypkin J.Z. Optimal Pseudogradient Adaptation Algorithms //
Autom. Remote Control. 1981. V. 41. No. 8. P. 1101–1110.

3.40. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Робастные псевдоградиентные алгоритмы адапта-
ции // АиТ. 1980. № 10. С. 91–97.
Poliak B.T., Tsypkin J.Z. Robust Pseudogradient Adaptation Algorithms // Au-
tom. Remote Control. 1981. V. 41. No. 10. P. 1404–1409.

3.41. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Оптимальные методы оценивания коэффициентов
авторегрессии при неполной информации // Изв. АН СССР. Техн. киберне-
тика. 1983. № 1. С. 118–126.
Poliak B.T., Tsypkin J.Z. Optimal and Robust Estimation of Autoregression Co-
efficients // Eng. Cybern. 1983. V. 21. No. 1. P. 100–109.

3.42. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Оптимальные алгоритмы критериальной оптими-
зации в условиях неопределенности // Докл. АН СССР. 1983. Т. 273. № 2.
С. 315–318.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Optimal Algorithms of Criterial Optimization Un-
der Conditions of Uncertainty // Soviet Physics – Doklady. 1983. V. 28. No. 11.
P. 919–920.

3.43. Немировский А.С., Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Оценки типа максимума прав-
доподобия для непараметрической регрессии // Докл. АН СССР. 1983. Т. 273.
№ 6. С. 1310–1314.
Nemirovskii A.S., Polyak B.T., Tsybakov A.B. Estimators of Maximum Likeli-
hood Type for Nonparametric Regression // Soviet Math. Dokl. 1983. V. 28.
No. 3. P. 788–792.

3.44. Поляк Б.Т., Немировский А.С., Цыбаков А.Б. Метод максимального прав-
доподобия для непараметрической регрессии // Теория вероятностей и ее
применение. 1983. Т. 28. № 4. С. 794–795. Теория вероятностей и ее примене-
ние, 1983, Т. 28. № 4. C. 794–805.
Polyak B.T., Nemirovskii A.S., Tsybakov A.B. The Maximum Likelihood Method
in Nonparametric Regression // Theor. Probab. Appl. 1984. V. 28. No. 4.
P. 830–831.

3.45. Немировский А.С., Поляк Б.Т. Итеративные методы решения линейных
некорректных задач при точной информации. I // Изв. АН СССР. Техн. ки-
бернетика. 1984. № 2. С. 13–25.
Nemirovski A.S., Polyak B.T. Iterative Methods for Solving of Linear Ill-Posed
Problems under Exact Information. I // Engineering Cybernetics. 1984. V. 22.
No. 3. P. 1–11.

3.46. Немировский А.С., Поляк Б.Т. Итеративные методы решения линейных
некорректных задач при точной информации. II // Изв. АН СССР. Техн.
кибернетика. 1984. № 3. С. 18–35.

Nemirovski A.S., Polyak B.T. Iterative Methods for Solving of Linear Ill-Posed
Problems under Exact Information. II // Engineering Cybernetics. 1984. V. 22.
No. 4. P. 50–56.

9



3.47. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Критериальные алгоритмы стохастической опти-
мизации // АиТ. 1984. № 6. С. 95–104.
Poliak B.T., Tsypkin Ya.Z. Criterion Algorithms of Stochastic Optimization //
Autom. Remote Control. 1984. V. 45. No. 6. P. 766–774.

3.48. Немировский А.С., Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Обработка сигналов непара-
метрическим методом максимума правдоподобия // Проблемы передачи ин-
формации. 1984. Т. 20. № 3. С. 29–46.

Nemirovskii A.S., Polyak B.T., Tsybakov A.B. Signal Processing by the Nonpara-
metric Maximum-Likelihood Method // Problems of Information Transmission.
1984. V. 20(3). P. 177–192.

3.49. Верулава Ю.Ш., Горгадзе З.Н., Поляк Б.Т. Исследование алгоритмов оцени-
вания коэффициентов авторегрессии // АиТ. 1984. № 11. С. 49–57.
Verulava Yu.Sh., Gorgadze Z.N., Polyak B.T. Algorithms for Estimation of
Autoregression Coefficients // Autom. Remote Control. 1984. V. 45. No. 11.
P. 1428–1434.

3.50. Немировский А.С., Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Скорость сходимости непара-
метрических оценок типа максимума правдоподобия // Проблемы передачи
информации. 1985. Т. 21. № 4. С. 17–33.
Nemirovskii A.S., Polyak B.T., Tsybakov A.B. Rate of Convergence of Non-
parametric Estimates of Maximum-Likelihood Type // Problems of Information
Transmission. 1985. V. 21. No. 4. P. 258–272.

3.51. Немировский А.С., Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Оптимальные алгоритмы стоха-
стической оптимизации при мультипликативных помехах // Докл. АН СССР.
1985. Т. 284. № 3. С. 563–567.
Nemirovskii A.S., Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Optimum Algorithms of Stochastic
Optimization with Multiplicative Error // Sov. Phys. Dokl. 1985. V. 30. No. 9.
P. 744–745.

3.52. Верулава Ю.Ш., Поляк Б.Т. Выбор порядка регрессионной модели // АиТ.
1988. № 11. С. 113–129.
Verulava Yu.Sh., Polyak B.T. Selection of the Regression Model Order // Autom.
Remote Control. 1988. V. 49. No. 11. P. 1482–1494.

3.53. Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Оптимальные проекционные оценки для функ-
ции регрессии неизвестной гладкости // Докл. АН СССР. 1989. Т. 304. № 2.
С. 297–301.
Polyak B.T., Tsybakov A.B. Optimal Projection Estimates for a Regression Func-
tion of Unknown Smoothness // Soviet Math. Dokl. 1989. V. 39. No. 1. P. 73–77.

3.54. Назин А.В., Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Пассивная стохастическая аппрокси-
мация // АиТ. 1989. № 11. С. 127–134.
Nazin A.V., Polyak B.T., Tsybakov A.B. Passive Stochastic Approximation //
Autom. Remote Control. 1989. V. 50. No. 11. P. 1563–1569.

3.55. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Градиентные методы стохастической оптимиза-
ции // Измерения, контроль, автоматизация. 1989. № 3(71). С. 50–54.

3.56. Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Асимптотическая оптимальность Cp-критерия при
проекционном оценивании регрессии // Теория вероятностей и ее примене-
ние. 1990. Т. 35. № 2. C. 305–317.

3.57. Поляк Б.Т. Новый метод типа стохастической аппроксимации // АиТ. 1990.
№ 7. C. 98–107.

10



Polyak B.T. New Method of Stochastic Approximation Type // Autom. Remote
Control. 1990. V. 51. No. 7. P. 937–946.

3.58. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Частотные критерии робастной устойчивости и апе-
риодичности линейных систем // АиТ. 1990. № 9. C. 45–54.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Frequency Criteria of Robust Stability and Aperiodic-
ity of Linear Systems // Autom. Remote Control. 1990. V. 51. No. 9. P. 1192–1201.

3.59. Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Цыбаков Оптимальные порядки точности поиско-
вых алгоритмов стохастической оптимизации // Проблемы передачи инфор-
мации. 1990. Т. 26. № 2. C. 45–53.
Polyak B.T., Tsybakov A.B. Optimal Order of Accuracy for Search Algorithms in
Stochastic Optimization // Problems of Information Transmission. 1990. V. 26(2).
P. 126–133.

3.60. Цыпкин Я.З., Поляк Б.Т. Частотные критерии робастной модальности ли-
нейных дискретных систем // Автоматика. 1990. № 4. C. 3–9.
Tsypkin Y.Z., Polyak B.T. Frequency Criteria for Robust Modality of Linear
Discrete Systems // Sov. J. Autom. Inform. Sci. 1990. V. 23. No. 4. P. 1–7.

3.61. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. Frequency Domain Criteria for lp-Robust Stability of
Continuous Linear Systems // IEEE Trans. Autom. Control. 1991. V. 36. No. 12.
P. 1464–1469.

3.62. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Робастная устойчивость линейных дискретных си-
стем // Докл. АН СССР. 1991. Т. 316. № 4. C. 842–846.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Robust Stability of Discrete Linear Systems // Sov.
Phys. Dokl. 1991. V. 36. No. 2. P. 111–113.

3.63. Киселев О.Н., Поляк Б.Т. Эллипсоидальное оценивание по обобщенному кри-
терию // АиТ. 1991. № 9. C. 133–145.
Kiselev O.N., Polyak B.T. Ellipsoidal Estimation with Respect to a Generalized
Criterion // Autom. Remote Control. 1991. V. 52. No. 9. P. 1281–1292.

3.64. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Робастная устойчивость при комплексных возму-
щениях параметров // АиТ. 1991. № 8. C. 45–55.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Robust Stability under Complex Perturbations of the
Parameters // Autom. Remote Control. 1991. V. 52. No. 8. P. 1069–1077.

3.65. Петров Н.П., Поляк Б.Т. РобастноеD-разбиение // АиТ. 1991. № 11. C. 41–53.
Petrov N.P., Polyak B.T. Robust D-Partition // Autom. Remote Control. 1991.
V. 52. No. 11. P. 1513–1523.

3.66. Поляк Б.Т. Частотные методы в теории робастной устойчивости // АиТ. 1992.
№ 1. C. 172–175. (Раздел в статье: Дискуссия по проблеме робастности в
системах управления) // АиТ. № 1. 1992. С. 165–176.
Polyak B.T. Frequency Methods in the Theory of Robust Stability // Autom.
Remote Control. 1992. V. 53. No. 1. P. 140–142.

3.67. Polyak B.T., Juditsky A.B. Acceleration of Stochastic Approximation by Averag-
ing // SIAM J. Control Optim. 1992. V. 30(4). P. 838–855.

3.68. Nazin A.V., Polyak B.T., Tsybakov A.B. Optimal and Robust Kernel Algorithms
for Passive Stochastic Approximation // IEEE Trans. Inform. Theory. 1992. V. 38.
No. 5. P. 1577–1583.

3.69. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Робастный критерий Найквиста // АиТ. 1992. № 7.
C. 25–31.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Robust Nyquist Test // Autom. Remote Control.
1992. V. 53. No. 7. P. 972–977.

11



3.70. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. Optimal Recurrent Algorithms for Identification of
Nonstationary Plants // Comput. Elect. Engin. 1992. V. 18(5). P. 365–371.

3.71. Поляк Б.Т., Цыбаков А.Б. Семейство асимптотически оптимальных методов
выбора порядка проекционной оценки регрессии // Теория вероятностей и ее
применение. 1992. Т. 37. № 3. C. 502–512.

3.72. Goldenshluger A.V., Polyak B.T. Estimation of Regression Parameters with Ar-
bitrary Noise // Mathematical Methods of Statistics. 1993. V. 2(1). P. 18–29.

3.73. Киселев О.Н., Поляк Б.Т. Робастная устойчивость цепочки простых зве-
ньев // АиТ. 1993. № 12. C. 115–127.
Kiselyov O.N., Polyak B.T. Robust Stability of a Chain of Simple Links // Au-
tom. Remote Control. 1993. V. 54. No. 12. P. 1824–1834.

3.74. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. Robust Absolute Stability of Continuous Systems //
Int. J. Robust Nonlin. Control. 1993. V. 3. No. 3. P. 231–239.

3.75. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Робастная апериодичность // Докл. АН. 1994.
Т. 335. № 3. C. 304–307.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Robust Aperiodicity // Doklady RAN. Phys. 1994.
V. 39. No. 3. P. 149–152.

3.76. Polyak B.T., Scherbakov P.S., Shmulyian S.B. Construction of Value Set for Ro-
bustness Analysis via Circular Arithmetic // Int. J. Robust. Nonlin. 1994. V. 4(3).
P. 371–385.

3.77. Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z., Shi Y.Q., Yen K.K., Chen C.M. Comments on «Two
Necessary Conditions for a Complex Polynomial To Be Strictly Hurwitz and Their
Applications in Robust Stability Analysis» (with reply) // IEEE Trans. Autom.
Control. 1994. V. 39(5). P. 1147–1148.

3.78. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T., Katbab A., Jury E.I. On the Strict- and Wide-Sense
Stability Robustness of Uncertain Systems: Application of a New Frequency Cri-
terion // Syst. Control Lett. 1994. V. 22(5). P. 377–383.

3.79. Polyak B.T., Shmulyian S.B. Frequency Domain Criteria for Robust Stability of
Bivariate Polynomials // IEEE Trans. Circ. Syst. I: Fundamental Theory and
Applications. 1994. V. 41(2). P. 161–167.

3.80. Немировский А.С., Поляк Б.Т. Необходимые условия устойчивости полино-
мов и их использование // АиТ. 1994. № 11. C. 113–119.
Nemirovskii A.S., Polyak B.T. Necessary Conditions for the Stability of Polynomi-
als and Their Use // Autom. Remote Control. 1994. V. 55. No. 11. P. 1644–1649.

3.81. Kiselev O.N., Polyak B.T. Robust Gain Margin for a Cascade of Uncertain
Links // Int. J. Syst. Sci. 1995. V. 26(4). P. 965–974.

3.82. Панченко О.Б., Поляк Б.Т. Оценка меры устойчивых полиномов в интерваль-
ном семействе // АиТ. 1995. № 7. C. 108–115.
Panchenko O.B., Polyak B.T. Estimation of the Measure of Stable Polynomials
in an Interval Family // Autom. Remote Control. 1995. V. 56. No. 7. P. 997–1003.

3.83. Цыпкин Я.З., Поляк Б.Т. Робастная устойчивость одного класса систем с
распределенными параметрами // Докл. АН. 1995. Т. 341. № 4. C. 463–465.
Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. Robust Stability of a Class of Distributed-Parameter
Systems // Dokl. Math. 1995. V. 51. No. 2. P. 304–306.

3.84. Polyak B.T., Kogan J. Necessary and Sufficient Conditions for Robust Stability
of Linear Systems with Multiaffine Uncertainty Structure // IEEE Trans. Autom.
Control. 1995. V. 40. No. 7. P. 1255–1260.

12



3.85. Киселев О.Н., Поляк Б.Т. Критический коэффициент усиления для последо-
вательности неопределенных звеньев // АиТ. 1995. № 9. C. 93–103.
Kiselev O.N., Polyak B.T. Gain Margin for a Cascade of Uncertain Compo-
nents // Autom. Remote Control. 1995. V. 56. No. 9. P. 1278–1286.

3.86. Поляк Б.Т., Щербаков П.С. Алгоритмы матричного оценивания // АиТ. 1995.
№ 11. С. 122–139.
Polyak B.T., Shcherbakov P.S. Algorithms of Matrix Estimation // Autom. Re-
mote Control. 1995. V. 56. No. 11. P. 1605–1619.

3.87. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. Frequency Domain Criteria for Robust Stability of
a Family of Linear Difference Equations // J. Diff. Equat. Appl. 1995. V. 1(2).
P. 137–149.

3.88. Polyak B.T., Vishnyakov A.N. Multiplying Disks: Robust Stability of a Cascade
Connection // Eur. J. Control. 1996. V. 2. No. 2. P. 101–111.

3.89. Поляк Б.Т., Цыпкин Я.З. Устойчивость и робастная устойчивость однотип-
ных систем // АиТ. 1996. № 11. C. 91–104.
Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Stability and Robust Stability of Uniform Systems //
Autom. Remote Control. 1996. V. 57. No. 11. P. 1606–1617.

3.90. Поляк Б.Т., Щербаков П.С. Вероятностный подход к робастной устойчивости
систем с запаздыванием // АиТ. 1996. № 12. C. 97–108.
Polyak B.T., Shcherbakov P.S. A Probabilistic Approach to Robust Stabil-
ity of Time Delay Systems // Autom. Remote Control. 1996. V. 57. No. 12.
P. 1770–1779.

3.91. Polyak B.T., Shcherbakov P.S. Robust Stability of Systems with Uncertain De-
lays // Mathematics Today. 1996. V. 32. No. 7–8. P. 118–121.

3.92. Киселев О.Н., Лан Х.Л., Поляк Б.Т. Частотные характеристики при пара-
метрической неопределенности // АиТ. 1997. № 4. C. 155–174.
Kiselev O.N., Le Hung Lan, Polyak B.T. Frequency Responses under Parametric
Uncertainty // Autom. Remote Control. 1997. V. 58. No. 4. P. 645–661.

3.93. Поляк Б.Т., Панченко О.Б. Вероятностный подход к проблеме устойчивости
интервальных матриц // Доклады АН. 1997. Т. 353. № 4. C. 456–458.
Polyak B.T., Panchenko O.B. Probabilistic Approach to Stability Problem for
Interval Matrices // Doklady Mathematics. 1997. V. 55(2). P. 309–311.

3.94. Polyak B.T., Tsypkin Ya.Z. Optimal and Robust Methods for Stochastic Opti-
mization // Nov. J. Math. Gam. Theor. Algebra. 1997. V. 6(2/3). P. 163–176.

3.95. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. Stability of Linear Difference Equations with Unmod-
elled Higher Order Terms // J. Diff. Equat. Appl. 1998. V. 3(5–6). P. 539–546.
(Dedicated to Gerry Ladas on his sixtieth birthday.)

3.96. Polyak B.T. Convexity of Quadratic Transformations and Its Use in Control and
Optimization // J. Optim. Theor. Appl. 1998. V. 99(3). P. 553–583.

3.97. Tsypkin Ya.Z., Polyak B.T. High-Gain Robust Control // Eur. J. Control. 1999.
V. 5. No. 1. P. 3–9.

3.98. Киселев О.Н., Поляк Б.Т. Cинтез регуляторов низкого порядка по крите-
рию H∞ и по критерию максимальной робастности // АиТ. 1999. № 3.
C. 119–130.
Kiselev O.N., Polyak B.T. Design of Low-Order Controllers by the H∞ and
Maximal-Robustness Performance Indices // Autom. Remote Control. 1999.
V. 60. No. 3. P. 393–402.

13



3.99. Polyak B.T., Halpern M.E. Robust Stability and Design of Linear Discrete-Time
SISO Systems under l1 Uncertainties // IEEE Trans. Autom. Control. 1999.
V. 44(11). P. 2076–2080.

3.100. Polyak B.T., Haddad W.M., Chellaboina V., Kumar R. Discussion on: «Multiob-
jective L1/H∞ Controller Design for Systems with Frequency and Time Domain
Constraints» // Eur. J. Control. 2000. V. 6(2). P. 184–185.

3.101. Polyak B.T., Shcherbakov P.S. Random Spherical Uncertainty in Estimation and
Robustness // IEEE Trans. Autom. Control. 2000. V. 45(11). P. 2145–2150.

3.102. Вишняков А.Н., Поляк Б.Т. Синтез регуляторов низкого порядка для дис-
кретных систем управления при наличии неслучайных возмущений // АиТ.
2000. № 9. C. 112–119.
Vishnyakov A.N., Polyak B.T. Low-Order Controllers for Discrete Control Sys-
tems under Nonrandom Disturbances: A Synthesis Method // Autom. Remote
Control. 2000. V. 61. No. 9. P. 1515–1521.

3.103. Polyak B., Halpern M. Optimal Design for Discrete-Time Linear Systems via
New Performance Index // Int. J. Adaptive Control Signal Proc. 2001. V. 15(2).
P. 129–152.

3.104. Поляк Б.Т. Локальное программирование // Журн. вычисл. мат. и мат. фи-
зики. 2001. Т. 41. № 9. C. 1324–1331.
Polyak B.T. Local programming // Computational Mathematics and Mathemat-
ical Physics. 2001. V. 41(9). P. 1259–1266.

3.105. Polyak B.T. Convexity of Nonlinear Image of a Small Ball with Applications to
Optimization // Set-Valued Analysis. 2001. V. 9(1–2). P. 159–168.

3.106. Киселев О.Н., Поляк Б.Т. Минимизация перерегулирования в линейных
дискретных системах регуляторами низкого порядка // АиТ. 2001. № 4.
C. 98–108.
Kiselev O.N., Polyak B.T. Minimization of Overshoot in Linear Discrete-Time
Systems via Low-Order Controllers // Autom. Remote Control. 2001. V. 62. No. 4.
P. 597–606.

3.107. Calafiore G., Polyak B.T. Stochastic Algorithms for Exact and Approximate Fea-
sibility of Robust LMIs // IEEE Trans. Automatic Control. 2001. V. 46(11).
P. 1755–1759.

3.108. Polyak B.T., Tempo R. Probabilistic Robust Design with Linear Quadratic Reg-
ulators // Sys. Control Lett. 2001. V. 43(5). P. 343–353.
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Рассматривается задача поиска размещения полюсов замкнутой си-
стемы управления, которое обеспечивает минимизацию целевой функ-
ции. Критерием оптимальности системы выбрано значение H∞ нормы
частотной передаточной функции относительно возмущения при соблю-
дении ограничений на размещение полюсов системы и значения H∞ норм
функции чувствительности и передаточной функции от помехи измере-
ния к управлению. Сформулирована задача оптимизации, в которой век-
тор варьируемых переменных – это корни характеристического полинома
замкнутой системы, допустимые значения которых ограничены заданной
областью размещения полюсов, а целевая функция, кроме критерия опти-
мальности, включает штрафные элементы, сформированные для осталь-
ных ограничений. Предложено использовать логарифмический масштаб
для модулей корней характеристического полинома как элементов векто-
ра варьируемых переменных. Проблема многоэкстремальности целевой
функции решается применением процедуры множественного старта. Для
поиска используется модификация покоординатного спуска, в которой ва-
рьируется одновременно пара координат.

Ключевые слова: синтез регулятора, передаточная функция, размещение
полюсов, оптимизация, робастная система.

DOI: 10.31857/S0005231024050012, EDN: YQHOSU

1. Введение

Подавление действия неизмеряемого возмущения – одна из основных за-
дач синтеза регулятора [1]. С другой стороны, учитывая, что используемая
при синтезе регулятора модель объекта неточна, полученная система должна
удовлетворять условиям робастности. Для линейных систем в первую очередь
должны выполняться требования к запасам устойчивости [2]. Эти требования
могут быть выражены как задание минимально допустимого радиуса запасов
устойчивости [3] или ограничение значения функции чувствительности [4, 5].
Мерой робастности к немоделируемой динамике может служить H∞ норма
функции чувствительности к помехе измерения [5, 6].

Многие методы синтеза регулятора сводятся к задаче оптимизации. Так,
методы H∞-оптимизации [7] и инвариантных эллипсоидов [1] сводятся к опти-
мизационной процедуре решения системы линейных матричных неравенств.

1 Исследования, представленные в разделах 2 и 3, выполнены за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 23-29-00588, https://rscf.ru/project/23-29-00588/).
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Задача оптимизации может стать невыпуклой и многоэкстремальной при за-
дании структуры регулятора, когда варьируемые переменные – это коэффи-
циенты регулятора [8, 9]. Успешные результаты решения таких задач позво-
лили развивать подобные подходы для настройки широко применяемых на
практике ПИД-регуляторов [10, 11].

В [12] рассмотрена линейная система с одним входом и одним выходом и
предложена идея оптимизации размещения полюсов замкнутой системы, ко-
гда коэффициенты регулятора находятся с помощью стандартной процеду-
ры размещения полюсов, а корни желаемого характеристического полинома
замкнутой системы ищутся при помощи процедуры оптимизации, исходя из
заданных критериев качества и ограничений. При этом была использована
стандартная процедура глобальной оптимизации из пакета MATLAB Global
Optimization Toolbox [13]. Критерием качества было выбрано значение H∞
нормы передаточной функции относительно возмущения при заданных огра-
ничениях на значения H∞ норм функции чувствительности и передаточной
функции от помехи измерения к управлению. Кроме того, должны выпол-
няться ограничения на размещение полюсов системы. Настоящая статья по-
священа разработке процедуры оптимизации специально для решения задачи
выбора размещения полюсов замкнутой системы, минимизирующего задан-
ную целевую функцию при соблюдении заданных ограничений, и с учетом
особенностей корней характеристического полинома в качестве варьируемых
переменных.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная система с одним входом управления и одним
регулируемым выходом, структура которой представлена на рис. 1. Пусть
объект описывается передаточной функцией:

P (s) =
b(s)

a(s)
=

bn−1s
n−1 + · · ·+ b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a0
,(1)

где s – переменная преобразования Лапласа, значения коэффициентов ai, bi
(i = 0, . . . , n− 1) ∈ R известны, причем хотя бы один из коэффициентов bi не
равен 0 и полиномы a(s), b(s) взаимно просты. При s = jω, где ω ∈ [0,∞),

Регулятор

С

Объект

P

r

y

e

-

u

v

f

Рис. 1. Замкнутая система: y – измеряемый выход, ν – помеха измерения,
r – сигнал задания, e – ошибка управления, u – управление, f – внешнее
возмущение.
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получим частотную передаточную функцию. Следует отметить, что исполь-
зование частотных передаточных функций подразумевает, что сигналы в си-
стеме, в том числе и неизмеряемое внешнее возмущение, интегрируемы и
удовлетворяют ограничениям для применения преобразования Фурье [2]:

+∞∫

−∞

|f(t)|dt <∞.

Полагаем, что передаточная функция регулятора имеет вид

C(s) =
d(s)

c(s)
=

dn−1s
n−1 + · · ·+ d0

cn−1sn−1 + · · ·+ c0
,(2)

где порядок регулятора n−1 обусловлен порядком модели объекта (1). Регу-
лятор большего порядка, который может получаться, например, при добав-
лении в регулятор интегральной составляющей, здесь не рассматривается, а
регулятор меньшего порядка не может быть получен методом размещения
полюсов, что будет пояснено ниже.

Метод размещения полюсов [14, 15] заключается в том, что полиномы
c(s), d(s) регулятора (2) могут быть получены путем решения уравнения

a(s)c(s) + b(s)d(s) = δ(s),(3)

где левая часть – это характеристический полином системы (1), (2), в кото-
ром a(s), b(s) – известные полиномы передаточной функции объекта, а δ(s) –
заданный желаемый характеристический полином. Известно [14], что суще-
ствует единственное решение этого уравнения для условия deg d(s) < deg a(s)
или deg c(s) < deg b(s). Кроме того, при условии deg δ(s) > 2 deg a(s)− 1 со-
блюдается причинность управления: deg d(s) 6 deg c(s). Тогда, выбирая же-
лаемый полином δ(s) степени deg δ(s) = 2deg a(s)− 1, очевидно получим ре-
шение вида (2), для которого выполняются условия deg d(s) 6 deg c(s) и
deg d(s) < deg a(s). В этом случае уравнение (3) можно решить, составив си-
стему 2n линейных алгебраических уравнений c 2n неизвестными, приравни-
вая коэффициенты левой и правой частей уравнения (3) при равных степе-
нях s:











cn−1

. . .
c0

dn−1

. . .
d0











= W−1





δ2n−1

. . .
δ0



 ,(4)

где W ∈ R
2n×2n – матрица, полученная из значений коэффициентов ai, bi (i =

= 0, . . . , n− 1).
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Таким образом, для любого объекта вида (1) можно найти регулятор ви-
да (2), обеспечивающий любой заданный характеристический полином за-
мкнутой системы δ(s) степени 2n− 1. Следует заметить, что для неустойчиво-
го объекта порядка n может не существовать регулятора порядка, меньшего
чем n− 1, обеспечивающего хотя бы устойчивость системы. Поэтому предла-
гается рассматривать регулятор порядка n− 1, что позволит обеспечить не
только устойчивость, но и другие свойства системы, выбирая соответствую-
щий желаемый характеристический полином.

Характеристический полином можно представить в виде

δ(s) =

nr∏

i=1

(s+ λi)

nc∏

k=1

(s2 + 2ζkω̆ks+ ω̆2
k),(5)

где nr = 2n− 2nc− 1 – число вещественных корней полинома δ(s), nc – число
комплексно-сопряженных пар корней, значения λi, ω̆k ∈ R, ζk ∈ [0, 1] опреде-
ляют размещение полюсов замкнутой системы и коэффициенты δ0, . . . , δ2n−2

в (4) при том, что δ2n−1 = 1. Собственные частоты системы обозначаем
как ω̆k, так как обозначение ω использовано для частоты в передаточных
функциях.

Кроме стандартных ограничений λi > 0, ω̆k > 0, 0 < ζk 6 1, обеспечиваю-
щих устойчивость замкнутой системы, можно задать дополнительные:

0 < λmin 6 λi 6 λmax, 0 < ω̆min 6 ω̆k 6 ω̆max, 0 < ζmin 6 ζk 6 1(6)

для получения желаемого быстродействия и демпфирования системы и огра-
ничения высокочастотных составляющих.

Так же как в [12], критерием качества системы будем считать значение
H∞ нормы частотной передаточной функции относительно возмущения

‖Gyf (jω)‖∞ = sup
ω

∣
∣
∣
∣

b(jω)c(jω)

δ(jω)

∣
∣
∣
∣
.(7)

При этом должны выполняться следующие ограничения:

– для H∞ нормы функции чувствительности

‖S(jω)‖∞ = sup
ω

∣
∣
∣
∣

a(jω)c(jω)

δ(jω)

∣
∣
∣
∣
6 Smax,(8)

чтобы обеспечить необходимые запасы устойчивости,

– для H∞ нормы передаточной функции относительно помехи

‖Guν(jω)‖∞ = sup
ω

∣
∣
∣
∣

a(jω)d(jω)

δ(jω)

∣
∣
∣
∣
6 Nmax,(9)

чтобы обеспечить робастность системы при наличии немоделируемой дина-
мики [5, 6], ограничивая коэффициент усиления регулятора.
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Итак, задача состоит в том, чтобы для объекта (1) при заданных значе-
ниях ai, bi (i = 0, . . . , n − 1), λmin, λmax, ω̆min, ω̆max, ζmin, Smax, Nmax найти
регулятор (2), минимизирующий действие внешнего возмущения в смысле
нормы (7) при соблюдении ограничений (6), (8) и (9). Ее можно сформули-
ровать как задачу оптимизации.

Зад а ч а 1. Найти

min
x∈Q
‖Gyf (jω, x)‖∞

при ограничениях

‖S(jω, x)‖∞ 6 Smax,

‖Guν(jω, x)‖∞ 6 Nmax,
(10)

где Smax, Nmax – заданные значения. Вектор варьируемых переменных x ∈
∈ R

2n−1 имеет вид

x = [λ1, . . . , λnr , ω̆1, . . . , ω̆nc , ζ1, . . . , ζnc ],(11)

где nr, nc – заданные числа: 0 6 nc 6 n−1, nr = 2n−2nc−1, n – заданный по-
рядок объекта (1). Область допустимых значений Q определяется неравен-
ствами (6) с заданными параметрами λmin, λmax, ω̆min, ω̆max, ζmin. Частот-
ные передаточные функции Gyf (jω, x), S(jω, x), Guν(jω, x) формируются в
соответствии с (7)–(9) из заданных полиномов объекта (1) a(jω), b(jω), по-
линома δ(jω), определяемого для вектора (11) по формуле (5), и полиномов
регулятора c(jω), d(jω), коэффициенты которых находятся путем решения
системы (4).

Следует заметить, что может существовать выбор ограничений (6), (8)
и (9), которые не могут быть выполнены одновременно, т.е. множество допу-
стимых значений будет пусто. Вопрос согласования ограничений в этой ра-
боте не рассматривается, и предполагается, что ограничения совместны. На
практике для конкретной задачи может проводиться итерационный процесс
поиска приемлемых значений ограничений, для которых может быть найдено
приемлемое значение минимизируемой функции.

3. Поиск оптимальных корней характеристического полинома

3.1. Целевая функция со штрафами

Предлагается для учета ограничений (10) использовать метод штрафных
функций, где штрафная функция G̃(x) для значения ‖G(jω, x)‖∞ формиру-
ется следующим образом:

G̃(x) =







0, если ‖G(jω, x)‖∞ 6 Gmax,

ln
‖G(jω, x)‖∞

Gmax
, если ‖G(jω, x)‖∞ > Gmax.

(12)
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Целевая функция в этом случае принимает вид

f(x) = ‖Gyf (jω, x)‖∞ + µ1S̃(x) + µ2G̃uν(x),(13)

где µ1 > 0 и µ2 > 0 – весовые коэффициенты, S̃(x), G̃uν(x) – штрафные функ-
ции, полученные по (12) для ограничений (10). Следует заметить, что в соот-
ветствии с (12) в точках, где ‖S(jω, x)‖∞ = Smax или ‖Guν(jω, x)‖∞ = Nmax,
целевая функция (13) недифференцируема. Кроме того, функции (7)–(9) мо-
гут быть невыпуклыми и многоэкстремальными и градиент для них не вы-
писывается в явном виде.

3.2. Масштабирование варьируемых переменных

При анализе динамических систем в частотной области часто используется
логарифмический масштаб [2]. Заметим, что элементы вектора варьируемых
переменных (11) λi, ω̆k являются собственными частотами системы. Предла-
гается перевести их в логарифмический масштаб, таким образом придавая
больший вес изменению корней с модулем, близким к нулю, описывающим
медленную динамику системы, по сравнению с изменением корней с большим
модулем, относящимся к быстрой динамике:

x̃ = [lg λ1, . . . , lg λnr , lg ω̆1, . . . , lg ω̆nc , ζ1, . . . , ζnc ] =

= [λ̃1, . . . , λ̃nr , ω̃1, . . . , ω̃nc , ζ1, . . . , ζnc ],
(14)

где λ̃i, ω̃i – десятичные логарифмы переменных λi и ω̆i. При этом ограниче-
ния (6) принимают вид

0< lg λmin 6 λ̃i 6 lg λmax, 0< lg ω̆min 6 ω̃k 6 lg ω̆max, 0< ζmin 6 ζk 6 1.(15)

Для вычислении целевой функции нужно обратно привести значения

варьируемых переменных к виду (11) возведением в степень: λi = 10λ̃i ,
i = 1, . . . , nr, ω̆i = 10ω̃i , i = 1, . . . , nc. Обозначения без индекса λ̃, ω̃, ζ будем
использовать для соответствующих групп в векторе варьируемых перемен-
ных (14):

λ̃ = [λ̃1, . . . , λ̃nr ],

ω̃ = [ω̃1, . . . , ω̃nc ],

ζ = [ζ1, . . . , ζnc ],

и вектор (14) представлять как x̃ = [λ̃, ω̃, ζ].

При проектировании систем обычно пренебрегают динамикой с частота-
ми, которые многократно выше минимальной собственной частоты объекта
управления. Поэтому разница для десятичных логарифмов допустимых зна-
чений модулей корней характеристического полинома обычно не превыша-
ет 5. Так, при рассмотрении системы с медленной динамикой, где, например,
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λmin = 0,001 и λmax = 1, получим lg λmin = −3, lg λmax = 0, а для системы с
быстрой динамикой могут быть значения lg λmin = 2, lg λmax = 6 при таких
же или близких значениях для lg ω̆min и lg ω̆max. Тогда очевиден выбор ми-
нимального шага для групп варьируемых переменных λ̃ и ω̃. При таких мас-
штабах из практических соображений следует, что шаг в диапазоне от 0,0001
до 0,01 будет достаточно малым. Для группы ζ, элементы которой находятся
в диапазоне [ζmin, 1], такой размер шага также является разумным.

3.3. Множественный старт

Один из стандартных подходов к решению проблемы многоэкстремально-
сти целевой функции (13) – это множественный старт, когда процедура по-
иска запускается из разных начальных точек. Для рассматриваемой задачи
можно использовать, например, такое правило выбора начальных значений:

– выбрать количество вариантов n1, n2, n3 для каждой из групп варьируе-
мых переменных λ̃, ω̃, ζ ;

– для групп λ̃, ω̃ сформировать варианты, где первые элементы групп рав-
номерно распределяются в разрешенном диапазоне, а остальные элементы
равномерно распределяются в диапазоне [λ̃1, lg λmax] или [ω̃1, lg ω̆max] соот-
ветственно:

λ̃
(ℓ)
1 = lg λmin + ℓ

lgλmax − lg λmin

n1 + 1
, ℓ = 1, . . . , n1,

λ̃
(ℓ)
i = λ̃

(ℓ)
1 + (i− 1)

lg λmax − λ̃
(ℓ)
1

nr
, i = 2, . . . , nr,

ω̃
(ℓ)
1 = lg ω̆min + ℓ

lg ω̆max − lg ω̆min

n2 + 1
, ℓ = 1, . . . , n2,

ω̃
(ℓ)
i = ω̃

(ℓ)
1 + (i− 1)

lg ω̆max − ω̃
(ℓ)
1

nc
, i = 2, . . . , nc;

(16)

– для группы ζ можно использовать одинаковые значения для всех эле-
ментов группы:

ζ
(ℓ)
i =







1− ζmin

2
, если n3 = 1,

ζmin + (ℓ− 1)
1− ζmin

n3 − 1
, если n3 > 1,

i = 1, . . . , nc, ℓ = 1, . . . , n3;

(17)

– сформировать множество n1 · n2 · n3 начальных точек, комбинируя все
варианты для каждой из групп.

Тогда, например, при n1 = 4, n2 = 4, n3 = 2 получим 32 точки старта.

Если составлять другую сетку начальных значений, то нужно учитывать,
что перестановка элементов внутри групп λ̃ и ω̃ не имеет значения, так как
независимо от порядка элементов в группе полином δ(s) получится одинако-
вый в соответствии с (5).
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3.4. Метод поиска

Целевая функция (13) в общем случае невыпуклая, многоэкстремальная и
в некоторых точках недифференцируемая, поэтому стандартные методы по-
иска не гарантируют нахождение глобального минимума. Для рассматривае-
мой задачи предлагается использовать комбинированный метод, в котором
для группы варьируемых переменных ζ применяется покоординатный спуск,
а группы λ̃ и ω̃ объединяются в одну, где поиск осуществляется по парам
координат. Размерность вектора [λ̃, ω̃] равна na = nr+nc. Из элементов этого
вектора можно составить na!/(2(na − 2)!) пар. При na = 10 получим 45 пар,
что вычислительно реализуемо. Для большинства практических одномерных
задач такое ограничение будет выполняться, а для задач большей размер-
ности надо использовать не все пары. Например, можно объединять в пары
только соседние элементы, и тогда получим na − 1 пар, или формировать
пары отдельно для групп λ̃ и ω̃.

Предлагается выбирать следующую точку k+1 после варьирования пары
элементов i, j (i = 1, . . . , na − 1, j = i+ 1, . . . , na):

x̃k+1 = argmin
α,β

f(x̃k + αei + βej),(18)

где ei, ej – векторы с 1 на i и j местах соответственно и нулевыми остальными
элементами, α, β – значения из некоторого множества вариаций, например:

α, β ∈ {0, 0,001, −0,001, 0,01, −0,01}.(19)

Если в результате (18) получено α = β = 0, то новая точка не найдена. Если
же получено новое рекордное значение целевой функции, то для найденных
значений α, β можно выполнить одномерный поиск:

x̃k+1 = argmin
γ

f(x̃k + γαei + γβej),(20)

где, например, γ ∈ {0, 10}.
Применение фиксированных значений шага обусловлено тем, что целевая

функция невыпуклая, и поэтому поиск оптимальной длины шага в заданном
направлении может оказаться вычислительно сложной задачей.

При варьировании элементов групп λ̃ и ω̃ предлагается учитывать, что
целевая функция не зависит от перестановки элементов. Тогда можно зафик-
сировать порядок элементов как λ̃1 6 λ̃2 6 . . . 6 λ̃nr , ω̃1 6 ω̃2 6 . . . 6 ω̃nc и,
кроме границ (15), использовать соседние элементы также в качестве границ.
Например, для λ̃ при nr > 2:

λ̃1 ∈ [lg λmin, λ̃2],

λ̃i ∈ [λ̃i−1, λ̃i+1], 1 < i < nr,

λ̃nr ∈ [λ̃nr−1, lg λmax].

(21)
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После проведения поиска (18) для всех пар (i = 1, . . . , na − 1, j = i+ 1, . . .
. . . , na) проводится покоординатный спуск для группы ζ:

x̃k+1 = argmin
η

f(x̃k + ηei), i = 1, . . . , nc,(22)

где η – набор фиксированных значений шага, ei – вектор со значением 1 на
(i+ nr + nc)-м месте и нулевыми остальными элементами. Множество значе-
ний шага может быть, например, таким:

η ∈ {0,001,−0,001, 0,01,−0,01, 0,05,−0,05}.(23)

Варьирование элементов группы ζ проводится в пределах заданных гра-
ниц ζi ∈ [ζmin, 1].

Итак, для решения задачи 1 получен следующий алгоритм для na > 1.

А лг о ри тм 1.

1. Выбрать весовые коэффициенты µ1, µ2 штрафов для целевой функ-
ции (13) и задать пороговое значение поиска ε.

2. Сформировать сетку начальных точек как описано в разделе 3.3 и вы-
брать первую начальную точку.

3. Вычислить в начальной точке значение целевой функции f
(ℓ)
min.

4. Выбрать пару элементов групп варьируемых переменных λ̃ и ω̃.
5. Выполнить (18) перебором по множеству (19).
6. Если найдено новое рекордное значение целевой функции, то выполнить

(20) по полученному направлению и перейти к новой точке.
7. Выбрать следующую пару элементов групп варьируемых переменных λ̃

и ω̃ и перейти к шагу 5. Если перебор пар закончен, то перейти к следующему
шагу 8.

8. Если nc > 0, то выбрать элемент группы ζ. Иначе перейти к шагу 11.
9. Выполнить (22) перебором по множеству (23).
10. Выбрать следующий элемент группы ζ и перейти к шагу 9. Если пере-

бор элементов группы ζ закончен, то перейти к следующему шагу 11.
11. Если полученное в результате шагов 4–10 рекордное значение целевой

функции f̂ меньше чем f
(ℓ)
min − ε, то заменить значение f

(ℓ)
min полученным f̂ и

с найденной новой точкой перейти к шагу 4. Иначе запомнить значение целе-

вой функции min (f
(ℓ)
min, f̂) и соответствующую точку x̃, выбрать очередную

начальную точку и перейти к шагу 3. Если поиск по всем начальным точкам,
полученным на шаге 2, завершен, то перейти к следующему шагу 12.

12. Найти минимальное значение целевой функции из полученных для
всех начальных точек и соответствующую точку x̃ и завершить процедуру
поиска.

В этот алгоритм можно добавить дополнительные этапы поиска, когда на
шаге 11 не уменьшается значение целевой функции: 1) увеличить значения
весовых коэффициентов µ1, µ2 и продолжить поиск от полученной точки,
2) продолжить поиск с меньшими значениями множества вариаций (19) для
α и β.
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4. Примеры

4.1. Регулятор позиции подводного аппарата

В [16] идентифицированы передаточные функции для позиции в локаль-
ной системе координат. Здесь рассмотрим синтез регулятора для координа-
ты z с идентифицированной передаточной функцией

Pz(s) =
0,018

s(0,98s + 1)
.(24)

ПИД-регулятор с двумя степенями свободы, построенный в [16], позволя-
ет задавать желаемую передаточную функцию замкнутой системы. Для рас-
сматриваемого примера выбрана следующая желаемая передаточная функ-
ция:

Pm(s) =
1

(0,98s + 1)(0,5s+ 1)
.(25)

При синтезе регулятора с двумя степенями свободы знаменатель переда-
точной функции (25) должен включаться в желаемый характеристический
полином замкнутой системы. Тогда для варьирования остается только два
корня. Если принять, что это комплексно-сопряженная пара корней характе-
ристического полинома, то коэффициенты регулятора

C(s) =
d2s

2 + d1s+ d0
s(c1s+ c0)

(26)

находятся из уравнения

s2(0,98s + 1)(c1s+ c0) + 0,018(d2s
2 + d1s+ d0) =

= (0,98s + 1)(0,5s+ 1)(s2 + 2ζω̆ + ω̆2).

Такой пример позволит построить графики процедуры поиска для варьи-
руемых переменных ζ и ω̆. Так как в этом примере na = 1, то вместо алго-
ритма 1 будет использоваться покоординатный спуск.

Заданы следующие ограничения:

ω̆min = 0,6, ω̆max = 20, ζmin = 0,8, Smax = 1,7, Nmax = 150.(27)

Для целевой функции (13) необходимо задать весовые коэффициенты для
штрафных функций. Выбор этих коэффициентов определяется тем, что огра-
ничения должны иметь приоритет по сравнению с минимизацией воздей-
ствия возмущения. Следует заметить, что штрафные функции входят в (13)
как отношение H∞ нормы к ее допустимому максимальному значению, а
H∞ норма по возмущению используется в абсолютных единицах. Поэто-
му для выбора весовых коэффициентов нужна оценка возможного значения
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Рис. 2. Покоординатный спуск: x̃ = [ω̃, ζ].

‖Gyf (jω)‖∞. Например, для минимальных значений из допустимой области
ω̆ = 0,6, ζ = 0,8 получаем ‖Gyf (jω)‖∞ = 0,0239. Тогда можно выбрать µ1 = 1
и µ2 = 0,1. Множество значений шага (23) использовано для обеих варьируе-
мых переменных.

На рис. 2 приведена поверхность целевой функции, построенная по сет-
ке с шагом 0,02 для ω̃ и 0,01 для ζ в пределах заданных ограничений, и
представлен график значений целевой функции на каждом шаге процедуры
покоординатного спуска c начальной точкой

x̃0 =

[
lg ω̆max + lg ω̆min

2
,
1 + ζmin

2

]

= [0,5396, 0,9].

Найдена точка минимума ω̆ = 0,6928, ζ = 0,821, в которой

‖S(jω)‖∞ = 1,27, ‖Guν(jω)‖∞ = 149,97, ‖Gyf (jω)‖∞ = 0,0206.

4.2. Регулятор для двухмассовой системы

Рассмотрим предложенный в [17] тестовый пример управления двумя те-
лежками, соединенными пружиной. В [12] для этого примера был постро-
ен регулятор методом оптимизации размещения полюсов, удовлетворяющий
требованиям быстродействия и робастности системы, но для поиска опти-
мальных корней характеристического полинома использовалась стандартная
процедура глобальной оптимизации из пакета MATLAB Global Optimization
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Toolbox [13]. Здесь для решения той же задачи будет использован разрабо-
танный алгоритм 1.

Дана передаточная функция относительно управления:

P (s) =
1

s2(s2 + 2)
.(28)

В этом объекте управление и возмущение приложены в разных точках, и
известна передаточная функция относительно возмущения:

Pf (s) =
s2 + 1

s2(s2 + 2)
.(29)

В этом случае H∞ норма частотной передаточной функции относительно
возмущения отличается от (7) и вычисляется как

‖Gyf (jω)‖∞ = sup
ω

∣
∣
∣
∣

bf (jω)c(jω)

δ(jω)

∣
∣
∣
∣
,(30)

где bf (jω) – полином числителя передаточной функции (29).

Так же как в [12], будем искать регулятор вида (2), где n = 4, при следую-
щих ограничениях:

λmin = ω̆min = 0,1, λmax = ω̆max = 100,

ζmin = 0,7, Smax = 1,665, Nmax = 100.
(31)

Выбираем структуру характеристического полинома (5) nr = 1, nc = 3 и
весовые коэффициенты для штрафных функций в (13) µ1 = µ2 = 100. По-
роговое значение изменения целевой функции выбираем ε = 10−6. Формиру-
ем 24 начальные точки для множественного старта, выбрав n1 = 4, n2 = 3,
n3 = 2, используя (16) для групп λ̃, ω̃, и варианты для группы ζ: 1) все эле-
менты равны ζmin и 2) все элементы равны 1.

В результате найдена точка минимума целевой функции (13)

xmin = [0,3417, 1,4138, 1,4145, 3,6593, 0,701, 0,700, 0,700],(32)

для которой

‖S(jω)‖∞ = 1,665, ‖Guν(jω)‖∞ = 99,96, ‖Gyf (jω)‖∞ = 5,296.

Минимум найден за 20 итераций от начальной точки. График рекордных
значений целевой функции приведен на рис. 3. Еще шесть начальных точек
множественного старта привели к результату ‖Gyf (jω)‖∞ < 6 при выполне-
нии ограничений. Остальные начальные точки привели к локальным мини-
мумам, где не выполнено ограничение ‖S(jω)‖∞ 6 Smax или получено боль-
шее значение ‖Gyf (jω)‖∞. Только две из двадцати четырех начальных точек
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Рис. 3. Значения целевой функции f(x) на каждой итерации алгоритма поиска.

1,0

0

-1,0
-1,0

800

600

400

200

0

f(
x
)

-0,5
0

0,5
1,0

lgx2

lgx1

Рис. 4. Значения целевой функции f(λ̃1, ω̃1).
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множественного старта привели к одному и тому же локальному минимуму,
остальные привели к разным точкам останова.

На рис. 4 показана поверхность, полученная для вектора x̃, в котором ва-
рьируются только первые два элемента (а остальные равны найденным зна-
чениям (32)), и варианты поиска по этим двум элементам из начальных точек
[0,5, 0,5] и [−1, 0,5]. Видно, что поиск сходится к разным локальным мини-
мумам. При этом получены значения целевой функции, равные 19,8 и 5,3
соответственно. То есть даже в упрощенном варианте с двумя варьируемыми
переменными целевая функция для этого примера имеет непростой овраж-
ный рельеф.

Этот же пример с такими же ограничениями решался несколькими мето-
дами в [12]. При помощи процедуры systune настройки системы управления
с фиксированной структурой [18] из пакета MATLAB Robust Control Toolbox
получен регулятор, обеспечивающий выполнение всех заданных ограничений
и практически такой же результат: ‖Gyf (jω)‖∞ = 5,301. Решение методом оп-
тимизации размещения полюсов в [12] было реализовано при помощи стан-
дартной процедуры глобальной оптимизации, и найден регулятор, который
подавляет возмущение немного хуже: ‖Gyf (jω)‖∞ = 6,64.

Таким образом, предложенный в настоящей статье алгоритм поиска на-
шел решение лучше, чем стандартная процедура глобальной оптимизации.
То, что решение, полученное процедурой systune, практически не улучшено,
позволяет предположить, что найден глобальный минимум.

5. Заключение

Для задачи синтеза регулятора методом размещения полюсов разработан
алгоритм поиска значений желаемых полюсов исходя из заданных критерия
качества системы и ограничений. В статье рассматривается задача, в кото-
рой критерием качества системы выступает значение H∞ нормы частотной
передаточной функции относительно возмущения, а в качестве ограничений
задаются максимально допустимые значения H∞ норм функции чувствитель-
ности и частотной передаточной функции относительно помехи. Полученный
алгоритм поиска можно использовать и для других критериев и ограничений.
Возможным изменением будет только формирование штрафных составляю-
щих (12) в целевой функции (13). Следует заметить, что в примере разде-
ла 4.1 структура регулятора отличается от (2), так как в регулятор добавле-
на интегральная составляющая. То есть область применения разработанного
подхода не ограничивается системами с регулятором вида (2), а охватывает
все структуры регулятора, которые могут быть получены методом разме-
щения полюсов. Также для простоты изложения рассматривается структу-
ра системы, где внешнее возмущение приложено вместе с управлением. Это
обусловлено тем, что часто реальная передаточная функция относительно
возмущения неизвестна, и в этом случае такое упрощение структуры систе-
мы позволяет, тем не менее, рассматривать действие возмущения в системе.
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Если же передаточная функция объекта относительно возмущения известна,
как в примере раздела 4.2, то она должна использоваться при формировании
передаточной функции замкнутой системы относительно возмущения.

Преимущества предлагаемого метода поиска получены благодаря учету
свойств корней характеристического полинома. Использование логарифми-
ческого масштаба для модулей корней характеристического полинома поз-
воляет, во-первых, обоснованно выбрать величину приращения варьируемых
переменных в процедуре поиска и, во-вторых, формировать ограниченный на-
бор начальных точек для процедуры множественного старта. Алгоритм поис-
ка с одновременным варьированием пары элементов дает возможность нахо-
дить минимум для целевой функции со сложным рельефом. Таким образом,
использование известных для рассматриваемой задачи особенностей векто-
ра варьируемых переменных позволило разработать эффективный алгоритм
условной минимизации невыпуклой многоэкстремальной целевой функции.
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О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ С МНОГОЗНАЧНЫМИ
ОТОБРАЖЕНИЯМИ1

Рассматриваются некоторые задачи о многозначных отображениях, ко-
торые могут быть сведены к минимизации положительно однородной лип-
шицевой функции на единичной сфере. Последняя задача может быть в
некоторых случаях решена алгоритмом первого порядка – методом проек-
ции градиента. В качестве одного из примеров рассмотрен случай, когда
многозначное отображение есть множество достижимости автономной ли-
нейной управляемой системы. Для ряда постановок доказана линейная
сходимость метода проекции градиента в рассматриваемой ситуации. Мы
используем схему доказательства сходимости градиентного метода, пред-
ложенную Б.Т. Поляком, в случае выполнения неравенства Лежанского–
Поляка–Лоясевича. В отличие от других способов решения, например при
помощи аппроксимации множества достижимости, приведенные алгорит-
мы гораздо слабее зависят от размерности фазового пространства и дру-
гих параметров задачи. Также возможна эффективная оценка ошибок.
Численные эксперименты подтверждают эффективность рассматривае-
мого подхода. Помимо множества достижимости, рассмотренные алго-
ритмы могут быть применены к различным теоретико-множественным
задачам с многозначными отображениями достаточно общего вида.

Ключевые слова: метод проекции градиента, многозначный интеграл,
сильная выпуклость, опорное множество, условие Липшица, негладкий
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1. Введение

Пусть R
n – вещественное евклидово пространство со скалярным про-

изведением (·, ·) и нормой ‖ · ‖ =
√

(·, ·). Определим шар Br(a) = {x ∈ R
n :

‖x− a‖ 6 r}, (a ∈ R
n, r > 0) и единичную сферу S1 = ∂B1(0). Обозначим

как intN и ∂N внутренность и границу множества N ⊂ R
n соответствен-

но. Напомним, что опорной функцией для замкнутого выпуклого множе-
ства N ⊂ R

n и вектора p ∈ R
n называется s(p,N ) = supx∈N (p, x), а опорным

1 Теоремы 1, 3, 4 и §5 получены М.В. Балашовым при финансовой поддержке РНФ,
проект № 22-11-00042, https://rscf.ru/project/22-11-00042/ в ИПУ РАН. Теорема 2 и чис-
ленные результаты раздела 6 получены А.А. Трембой при финансовой поддержке РНФ,
проект № 21-71-30005, https://rscf.ru/project/21-71-30005/.
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множеством называется N (p) = {x ∈ N : (p, x) = s(p,N )}. Множество N (p)
называется опорным элементом, если оно одноточечно. Для выпуклого ком-
пакта N множество N (p) является субдифференциалом (в смысле выпукло-
го анализа) опорной функции s(p,N ) в точке p. Функция s(p,N ) липшицева
с постоянной ‖N‖ = max{‖x‖ : x ∈ N}. Пусть PNx – метрическая проекция
точки x ∈ R

n на замкнутое выпуклое множество N .

ПустьN ⊂R
n\{0} – выпуклый компакт, f(p) = s(p,N ). Рассмотрим задачу

min
‖p‖=1

f(p) = J.(1)

Очевидно, что решение (1) – единичный вектор p0 такой, что p0 = −z0/‖z0‖,
где PN 0 = {z0} и J = (p0, z0) = −‖z0‖. Также z0 ∈ N (p0). Таким образом по-
иск проекции нуля z0 = PN 0 эквивалентен задаче (1). Решение общей задачи
поиска проекции имеет вид PNx = x+ PN+(−x)0.

Напомним ряд алгоритмов решения задачи проецирования точки на вы-
пуклое замкнутое множество N . Каждый из алгоритмов зависит от способа
задания множества N . Если N – многогранник, то можно воспользоваться
квадратичным программированием и решить задачу min ‖x‖2 при ограниче-
ниях (pi, x) 6 s(pi,N ), где {pi} – набор единичных нормалей к граням N .
В ряде случаев можно применять метод альтернативных проекций при нали-
чии условия трансверсальности, см. [1, § 8.5]. В [2] рассматриваются свойства
оператора проектирования. Также рассматривается сходимость итерацион-
ного алгоритма проекции/отражения для нахождения пары точек, на кото-
рой достигается локальный минимум расстояния между двумя выпуклыми
замкнутыми множествами или между замкнутым выпуклым множеством и
замкнутым проксимально гладким множеством. Использование алгоритмов
в духе метода условного градиента для нахождения проекций на выпуклые
множества изучалось в [3]. В [4] авторы предложили итерационный алгоритм
поиска проекции точки на множество уровня квадратичной функции. Неко-
торые алгоритмы поиска проекции Брегмана точки на замкнутое выпуклое
множество могут быть найдены в [5].

Лучшая скорость сходимости, полученная в приведенных выше статьях,
линейная. При этом предложенные алгоритмы зачастую не позволяют реа-
лизовать эффективный вычислительный процесс.

Далее предполагаем, что заданы опорная функция s(p,N ) и опорное мно-
жество N (p). “Заданы” означает, что можно вычислить s(p,N ) и N (p) для
любого вектора p ∈ R

n с помощью формулы или достаточно эффективной
вычислительной процедуры.

Пусть M⊂ R
n – выпуклый компакт, R(·) : [0, T ]→ 2R

n
, R(0) = {0} –

непрерывное в метрике Хаусдорфа многозначное отображение с выпуклы-
ми компактными значениями. Рассмотрим некоторые задачи, которые могут
быть сведены к постановке (1).
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Задача (P1). Для данного t > 0 найти минимальное расстояние между точ-
ками множеств R(t) и M, т.е. величину ρ(R(t),M) = infx∈R(t), y∈M ‖x− y‖.
Найти минимальное t > 0, при котором ρ(R(t),M) = 0.

Задача (P2). Для данного t > 0 выяснить справедливость включения мно-
жеств R(t)⊂M. Найти максимальное t > 0, при котором R(t)⊂M.

Задача (P3). Для данного t > 0 выяснить справедливость включения мно-
жеств R(t)⊃M. Найти минимальное t > 0, при котором R(t)⊃M.

Задачи (P1)–(P3) могут быть поставлены для произвольного многозначно-
го непрерывного отображения с выпуклыми компактными значениями R(t)
и выпуклого компакта M. Рассмотрим частный случай многозначного инте-
грала вида

R(t) =
t∫

0

F(s) ds,(2)

где F – многозначное отображение с выпуклыми компактными значениями.
По умолчанию предполагается, что 0 ∈ F(s) для всех s > 0. Интеграл рас-
сматривается в смысле Аумана [6]:

t∫

0

F(s) ds =







t∫

0

u(s) ds : u(s) ∈ F(s)− измеримая ветвь






.

По теореме Ляпунова о векторных мерах [7] интеграл является выпуклым
компактом. Из формулы (2) и включения 0 ∈ F(s) для всех s ∈ [0, t] полу-
чаем возрастание {R(t)}t>0 по включению R(t1)⊂R(t2) для всех 0 6 t1 6 t2.
Также можно рассматривать множество M, зависящее от t, т.е. M(t).

Опорная функция и опорное множество интеграла (2) могут быть легко
вычислены: для единичного вектора p и любого t > 0 имеют место равенства

s(p,R(t)) = s



p,

t∫

0

F(s) ds



=

t∫

0

s(p,F(s)) ds, R(t)(p) =
t∫

0

F(s)(p) ds.(3)

Другой класс множеств, для которых известна опорная функция и опор-
ный элемент, – это конечные суммы линейных образов какого-то фиксирован-
ного множества M с известными s(p,M) иM(p), к примеру M может быть
эллипсоидом. Пусть R(t) =∑m

k=1Ak(t)B1(0), Ak(t) – непрерывные невырож-
денные матрицы для всех t > 0. Тогда

s(p,R(t)) =
m∑

k=1

s(p,Ak(t)B1(0)) =

m∑

k=1

‖A⊤
k (t)p‖,

R(t)(p) =
m∑

k=1

Ak(t)A
⊤
k (t)p

‖A⊤
k (t)p‖

.

(4)
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Заметим, что конечная сумма эллипсоидов не является эллипсоидом в общем
случае.

Одним из важнейших примеров является множество достижимости линей-
ной автономной управляемой системы, которую рассмотрим в форме диффе-
ренциального включения

x′(t) ∈ Ax(t) + U , x(0) = 0, x ∈ R
n, A ∈ R

n×n,(5)

где U ⊂ R
n – компакт, 0 ∈ U . Множество достижимости (точки R

n, в которые
можно перевести систему (5) за время t) представимо в виде

R(t) =
t∫

0

eAsU ds.(6)

Напомним, что наиболее важное усиление условия выпуклости для ком-
пактных множеств из R

n – это сильная выпуклость с радиусом R > 0. Под-
множество R

n называется сильно выпуклым с радиусом R, если оно может
быть представлено как пересечение шаров радиуса R [8, 9]. Это свойство так-
же может быть выражено через модуль выпуклости [10]. В [8] было доказано,
что многозначный интеграл (2) является сильно выпуклым, если многознач-
ное отображение F(s) имеет сильно выпуклые значения. В [11] была дока-
зана в некотором виде локальная сильная выпуклость для интеграла (2) с
F(s) = A(s)U , где A(s) – некоторый класс гладких матриц, а U – многогран-
ник. В [12] была рассмотрена аппроксимация второго порядка по времени
типа Рунге–Кутты для дискретизации сильно выпуклых дифференциальных
включений.

Различные задачи о многозначных интегралах могут решаться при помо-
щи аппроксимации их значений. В [13] авторы описывают различные методы
построений аппроксимаций множества достижимости управляемой системы,
см. [13, табл. 1]. Один из самых общих и эффективных методов основывает-
ся на опорной функции (он также называется методом гиперплоскостей) [14].
Можно рассмотреть, например, внешнюю многогранную аппроксимацию для
произвольного выпуклого компактного подмножества M⊂ R

n вида

{x ∈ R
n : (p, x) 6 s(p,M), ∀p ∈ G} ,(7)

где G⊂ R
n – конечная сетка единичных векторов, и решить соответствую-

щую задачу для аппроксимации. Недостаток такого подхода в том, что ра-
зумные приближения могут быть получены только в пространствах малой
размерности 2 6 n < 5 [15].

Также существуют подходы, использующие особые аппроксимации, напри-
мер при помощи зонотопов [16] или эллипсоидальной техники [17]. Последняя
иногда позволяет описывать множество достижимости локально.

В данной статье рассматриваются R(t),M,N как значения многозначного
интеграла или конечные суммы эллипсоидов. Показывается, как можно све-
сти различные задачи, в первую очередь (P1)–(P3), о подобных множествах к
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задаче (1). Минимизируемая в (1) функция f(p) оказывается при этом опор-
ной функцией какого-то выпуклого компакта N , зависящего отR(t) иM. Мы
доказываем выполнение условия Лежанского–Поляка–Лоясевича [18, форму-
ла (4.6)] в задаче (1), что гарантирует линейную скорость сходимости метода
проекции градиента. Опорная функция f(p) и ее градиент могут быть вычис-
лены с помощью (3) для многозначного интеграла или (4) для суммы эллип-
соидов. Опорная функции и ее градиент позволяют получить эффективную
схему вычислений. Также рассматривается локальное условие сильной вы-
пуклости: для некоторого R > 0 для решения p0, ‖p0‖ = 1 задачи (1) долж-
но иметь место включение N ⊂BR(N (p0)−Rp0). При выполнении данного
условия задача может быть решена методом проекции градиента с фикси-
рованной величиной шага или выбором величины шага по Армихо. Во всех
алгоритмах доказана линейная скорость сходимости, рассматриваются раз-
личные примеры.

Заметим, что есть другой способ решения задачи (1), который за-
ключается в использовании метода условного градиента. Рассматрива-
ются функция g(x) = 1

2‖x‖2, начальная точка x1 ∈ N и итерации xk =
= argmaxx∈N (−g′(xk), x), xk+1 ∈ Argminx∈[xk,xk] g (x). Отметим, что для
обеспечения линейной сходимости указанного алгоритма обычно требуется
сильная выпуклость множества N [18, теорема 6.1, п. 5)].

1.1. Основные обозначения и вспомогательные результаты

Для множеств M и N из R
n определяются операции M+N = {x+ y :

x ∈ M, y ∈ N} и M ∗ N = {x : x+N ⊂M} = ⋂x∈N (M− x). Они называ-
ются суммой и разностью Минковского для множеств M и N .

Обозначим через ̺(x,M) = infy∈M ‖x− y‖ расстояние от точки x до мно-
жества M.

Расстояние Хаусдорфа на пространстве выпуклых компактных подмно-
жеств R

n задается по формуле

h(M,N ) = max
‖p‖=1

|s(p,M)− s(p,N )|.

Введем функцию [a]− = |a| для a 6 0 и [a]− = 0 для a > 0. Тогда
[
min‖p‖=1(s(p,M) − s(p,N ))

]

− называется полурасстоянием от N доM, оно

равняется maxx∈N ̺(x,M).

Пусть множество R(t) (2) зависит от параметра t. Будем обозначать опор-
ное множество для вектора p как R(t)(p). Из определения Ауманна или
Римана интеграла следует, что для произвольной матрицы J ∈ R

m×n имеет
место JR(t) =

∫ t
0 JF(s) ds. В частности, для любого вектора p ∈ R

n имеем

R(t)(p) =
∫ t
0 F(s)(p) ds.

Множество M⊂ R
n называется сильно выпуклым с радиусом R > 0, если

его можно представить как пересечение некоторого набора замкнутых евкли-
довых шаров радиуса R. Для произвольного сильно выпуклого множестваM
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с радиусом R существует другое сильно выпуклое с радиусом R множество N
такое, что M+N = BR(0) [8, 19]. Сильная выпуклость выпуклого компак-
та M с радиусом R эквивалентна липшицевости опорного элемента M(p)
на единичной сфере: для всех ‖p‖ = ‖q‖ = 1 выполняется ‖M(p) −M(q)‖ 6
6 R‖p− q‖ [8].

Будем говорить, что выпуклое множество M⊂ R
n равномерно гладкое с

постоянной r > 0, еслиM =M0 +Br(0), гдеM0⊂R
n – выпуклый компакт.

Это определение появлялось ранее, см. [20, определение 2.1].

Пусть ε > 0, S0 ⊂ R
n – гладкое многообразие без края, x ∈ S0. Для диф-

ференцируемой по Фреше функции f : S0 + intBε(0)→ R определим S =
= S(f, x) = {x ∈ S0 : f(x) 6 f(x)}. Пусть S – гладкое многообразие с краем
∂S ⊂ {x ∈ S0 : f(x) = f(x)}. Будем говорить, что на S выполняется условие
Лежанского–Поляка–Лоясевича (LPL) [18; 21, §3.2] с постоянной µ > 0, если
Ω = Argminx∈S f(x) 6= ∅ и для всех x ∈ S имеет место неравенство

‖PTxf
′(x)‖2 > µ(f(x)− f(Ω)).

Здесь Tx – касательное пространство к многообразию S в точке x ∈ S, PTx –
ортогональный проектор на Tx, f ′(x) – производная Фреше функции f в точке
x ∈ S.

Лемма 1. Для любых ненулевых векторов p, q ∈ R
n имеет место∥

∥
∥

p
‖p‖ −

q
‖q‖

∥
∥
∥ 6

‖p−q‖√
‖p‖ ‖q‖

.

Предл ожени е 1 [8]. Пусть многозначное отображение F : [0, t]→ 2R
n

принимает сильно выпуклые значения F(s) с интегрируемым на [0, t] радиу-
сом R(s) для всех s ∈ [0, t] и непрерывно в метрике Хаусдорфа. Тогда инте-
грал R(t) =

∫ t
0 F(s) ds сильно выпуклый с радиусом R =

∫ t
0 R(s) ds.

Упомянем, что многозначный интеграл может быть сильно выпуклым, да-
же если множества F(s) таковыми не являются. Такая ситуация типична
в размерности n = 2 [22]. Тем не менее множество достижимости линейной
управляемой системы в размерности n > 3 часто не является сильно выпук-
лым.

Рассмотрим элементарный пример системы (5) (похожая система рас-
сматривается ниже в примере 1). Пусть множество управления – отре-
зок: U = co {±v}. Введем вспомогательную аналитическую функцию gp(s) =
= (p, eAsv). Для фиксированного p опорное множество R(t)(p) состоит из од-
ного элемента, если gp(s)6≡0. Выполнение условия полного ранга

span{Aiv}n−1
i=0 = R

n ⇔ spanR(t) = R
n

гарантирует, что gp не есть тождественный нуль. Из аналитичности gp следу-
ет, что у уравнения gp(s) = 0 конечное число корней на [0, t]. Из конечности
числа корней вытекает строгая выпуклость R(t). Для опорного элемента име-
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ет место формула

R(t)(p) =
t∫

0

eAsv × sign gp(s) ds =

k∑

i=0

ǫi

si+1(p)∫

si(p)

eAsv ds,(8)

где si(p), i = 1, k – корни gp(s) на [0, t] (вследствие аналитичности gp они
изолированы и их конечное число), s0 = 0, sk+1 = t, ǫi = ±1 есть знак gp(s)
при s ∈ [si, si+1]. Таким образом, исследование поведения опорного элемента
сводится к исследованию зависимости корней аналитической функции gp(s)
от параметра p. Легко заметить, что если все корни простые (и для просто-
ты лежат в интервале (0, t)), то из теоремы о неявной функции следует, что
они (корни) гладко зависят от p в некоторой окрестности, а значит, опорный
элемент – тоже гладкая функция p в этой окрестности. Отсюда вытекает ло-
кальная липшицевость опорного элемента R(t)(p) по p. Обратная ситуация
возникает при наличии кратных корней на отрезке при некотором задан-
ном p. Как показано в примере ниже, в таком случае характерно нарушение
липшицевости опорного элемента в точке p, что ведет к отсутствию сильной
выпуклости. Тем не менее легко показать, что множество векторов p, для ко-
торых функция gp имеет кратные корни на [0, t], имеет меру нуль. Некоторые
обобщения подобного подхода на многозначные интегралы более общего вида
приведены в [11].

Отметим, что если все собственные значения A, то оптимальное управле-
ние u(t) = U(eA⊤(T−t)p) = v sign gp (как T − t), t ∈ [0, T ] имеет не более n − 1
переключений, что является частным случаем теоремы Фельдбаума о числе
переключений [23, теорема 2.11]. В примерах динамическая система задается
уравнением ẋ = Ax+Bu, u ∈ U , t ∈ [0, T ]. Оптимальное управление в такой
системе, приводящее к опорному элементу множества достижимости R(t)(p),
имеет вид [24]:

u(t) = U(B⊤eA
⊤(T−t)), t ∈ [0, T ].(9)

Рассмотрим систему

ẋ=Ax+Bu, x(0) = 0, u ∈R : |u|6 1, A=





−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1



 , B =





0
0
1



 .(10)

Следуя замечаниям выше, положим

gp(s) = (p, eAsB) =
1

2
e−s

(
p1s

2 + 2p2s+ 2p3
)
.

Пусть p0 =
1
3 (2,−2, 1), заметим что gp0(s) =

1
3e

−s(s− 1)2 имеет кратный
корень при s = 1. Рассмотрим поведение опорного элемента в окрестности p0.
Напомним, что f(s) ≍ g(s), s→ 0, если f(s) = O(g(s)) и g(s) = O(f(s)), s→ 0.
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Рис. 1. Множество достижимости системы (10) и нормали, для которых нет
локальной липшицевости опорного элемента, при t = 2.

Рассмотрим для ε ∈ (0, 1) вектор q = q(ε) = (2,−2,1−ε)√
9−2ε+ε2

. Легко заметить, что

‖p− q(ε)‖ ≍ ε, ε→ 0, а также найти корни gq(ε) =: s1,2(ε) = 1±√ε. Тогда для
t > 1 +

√
ε можно записать для опорного элемента

R(t)(p)−R(t)(q) =
1+

√
ε∫

1−√
ε

e−s(s2, 2s, 2)⊤ ds,

‖R(t)(p)−R(t)(q)‖ >
1+

√
ε∫

1−√
ε

2e−s ds ≍ √ε, ε→ 0.

Таким образом, в окрестности точки p0 нарушается липшицевость опорного
элемента, а значит множество R(t) не сильно выпукло.

На рис. 1 показан вид множества достижимости системы при t = 2. Нор-
мали, для которых нет локальной липшицевости опорного элемента, пока-
заны на рис. 1 сверху, множество этих нормалей является частью границы
нормального конуса в вершине множества. Кроме того, можно заметить, что
множество достижимости обладает структурой, похожей на клеточный ком-
плекс. Эта структура возникает вследствие того, что, благодаря (8), опорный
элемент можно задать положениями и кратностями корней функции gp(s) на
отрезке [0, t], а также знаком gp(s) вблизи левого конца отрезка. Если матри-
ца рассматриваемой системы имеет вещественные собственные значения, то
суммарная кратность корней gp(s) не превосходит (n − 1). Можно показать,
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что в этом случае произвольная конфигурация корней даст при подстановке
в (8) некоторую точку ∂R(t). Рассмотрение наборов корней с различными
суммарными кратностями позволяет выделить в множестве достижимости
криволинейные ребра и грани. Некоторые обобщения рассуждений выше при-
ведены в [11].

Лемма 2. Пусть A1 = J−1AJ – жорданова форма матрицы A систе-
мы (5), U1 = J−1U , J ∈ R

n×n – матрица перехода. Если множество R1(t) =
=
∫ t
0 e

A1sU1 ds сильно выпукло с радиусом r, то R(t) =
∫ t
0 e

AsU ds также
сильно выпукло с радиусом R = rα2/β, где α = ‖J‖ = max‖h‖=1 ‖Jh‖, β =
= min‖h‖=1 ‖Jh‖.

Заметим, что из [25, Теорема 3] следует, что любой эллипсоид

N =

{

x ∈ R
n :

n∑

k=1

x2k
λ2
k

6 1

}

, λ1 > λ2 > . . . > λn > 0,

является сильно выпуклым с радиусом R =
λ2
1

λn
.

Лемма 3. Пусть в системе (5) множество U является равномерно
гладким с постоянной r > 0. Тогда множество R(t) (6) является равномер-

но гладким с постоянной r0 = r
∫ t
0

λ2
n(s)

λ1(s)
ds, где λ1(s) > . . . > λn(s) > 0 – это

полуоси эллипсоида eAsB1(0).
Заметим, что из доказательства леммы 3 следует, что любой эллипсоид

N =

{

x ∈ R
n :

n∑

k=1

x2k
λ2
k

6 1

}

, λ1 > λ2 > . . . > λn > 0,

является равномерно гладким с постоянной r = λ2
n

λ1
.

В частности, леммы 2 и 3 показывают, что достаточно рассматривать си-
стемы (5) с матрицей A, приведенной к жордановой форме.

Следующее предложение оценивает убывание липшицево дифференцируе-
мой функции за один шаг метода проекции градиента.

Предл ожени е 2 [26, Лемма 2]. Рассмотрим задачу minM f(x) в R
n.

Пусть M – замкнутое множество, f ′ – липшицева функция с постоян-
ной L1. Фиксируем 0 < λ 6 1

L1
. Пусть x0 ∈ M и y0 ∈ PM(x0 − λf ′(x0)). То-

гда

f(x0)− f(y0) >
1

2

(
1

λ
− L1

)

‖x0 − y0‖2.

Для выполнения предыдущего утверждения условие Липшица для f ′ с посто-
янной L1 должно выполняться на отрезке [x0, y0], см. доказательство утвер-
ждения 2.2 [27].
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1.2. Дополнительные предположения о R(s)

При решении задач (P1)–(P3) будем требовать наличие некоторых свойств
у множеств, с которыми работаем. Приведем их здесь, чтобы далее не повто-
ряться.

1. Множество R(s) сильно выпукло с радиусом RT > 0 для всех s ∈ [0, T ].

2. МножествоM – равномерно гладкое с постоянной r > 0:M =M0+Br(0),
при этом

(a) множество M0 сильно выпукло с постоянной R0 > 0.

(b) r > RT .

3. Множество M сильно выпукло с постоянной R0 > 0.

4. Множество U равномерно гладкое с постоянной rU > 0: U = U0 + BrU (0).
5. r(t) > R0, где r(t) = rU

∫ t
0

λ2
n(s)

λ1(s)
ds и λ1(s) > . . . > λn(s) > 0 – это полуоси

эллипсоида eAsB1(0).
Первое утверждение выполняется, если, в частности, множество eAsU

сильно выпукло с радиусом R(s) > 0. Тогда из предложения 1 и линейности
интеграла следует, что

R(T ) =
T∫

0

eAsU ds =

t∫

0

eAsU ds +

T∫

t

eAsU ds = R(t) +
T∫

t

eAsU ds,

и получаем, что множество

R(t) =
⋂






R(T )− x : x ∈

T∫

t

eAsU ds







сильно выпукло с радиусом RT =
∫ T
0 R(s) ds для всех t ∈ [0, T ].

1.3. Структура статьи

В разделах 2–4 приводятся достаточные условия для линейной сходимости
метода проекции градиента в некоторой задаче оптимизации опорной функ-
ции, к которой сводятся задачи (P1)–(P3). Это решает задачи для фиксиро-
ванного t ∈ [0, T ].

В разделе 5 обсуждается поиск начального приближения p1 для итераци-
онного процесса. Даны оценки вероятности нахождения p1 случайным поис-
ком.

В разделе 6 приводятся результаты различных численных экспериментов.
Тут же рассматривается поиск оптимального значения t для задач (P1)–(P3).
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2. Задача (P1)

Используемые предположения: 1, 2(a).

Для всех t ∈ [0, T ] рассмотрим множество N (t) = R(t) + (−M0). Множе-
ство N (t) сильно выпукло с радиусом R = RT +R0 как сумма сильно вы-
пуклых множеств [19]. Равенство R(t) ∩M = ∅ может быть переформули-
ровано следующим образом: расстояние от нуля до N (t) больше чем r > 0.
Если это так, то 0 /∈ R(t) + (−M), а в противном случае 0 ∈ R(t) + (−M).
На языке опорных функций это сводится к задаче минимизации функции
f(p) = s(p,N (t)) = s(p,R(t)) + s(p,−M0):

min
‖p‖=1

f(p) = J.(11)

Если J < −r, то расстояние от нуля до множества N (t) больше r. Если же
J > −r, то расстояние от нуля до множества N (t) не превышает r и, следо-
вательно, 0 ∈ R(t) + (−M). Заметим, что

f ′(p) = R(t)(p) + (−M0)(p) =

t∫

0

(eAsU)(p) ds + (−M0)(p).(12)

Те ор ем а 1. Фиксируем ε ∈ (0, 1). Предположим, что в (11) J < 0. Тогда
при выполнении приведенных выше предположений функция f в (11) удовле-
творяет условию LPL на многообразии S = {p ∈ S1 : f(p) 6 0} с постоянной
µ = |J |. Также функция f имеет градиент, удовлетворяющий условию Лип-
шица с постоянной L1 =

R
1−ε = RT+R0

1−ε на множестве {p ∈ R
n : 1−ε 6 ‖p‖ 6

6 1 + ε}.
Рассмотрим следующий итерационный процесс:

p1 ∈ S (т.е. f(p1) 6 0), pk+1 = PS1
(pk − λf ′(pk)), λ ∈

(

0,
1

L1

]

.(13)

Если pk ∈ S, то pk+1 ∈ S. Действительно, из предложения 2 следует, что

f(pk)− f(pk+1) >
1

2

(
1

λ
− L1

)

‖pk − pk+1‖2 > 0, f(pk+1) 6 f(pk) 6 0.

Рассмотрим точку pk − λf ′(pk). Имеем

‖pk − λf ′(pk)‖ > (pk, pk − λf ′(pk)) = 1− λ(pk, f
′(pk)) = 1− λf(pk) > 1.

Те ор ем а 2. Предположим, что функция f липшицева с постоянной
L = ‖N (t)‖, отображение f ′ липшицево на S1 с постоянной R = RT + R0.
Также предполагаем J < 0. Положим L1 = 2R.

68



Фиксируем λ ∈ (0,min{ 1
L1

, 1
2L}). Тогда алгоритм (13) сходится к мини-

муму p0 ∈ S1 с линейной скоростью:

f(pk+1)− f(p0) 6 q (f(pk)− f(p0)),

‖pk+1 − pk‖ 6 qk/2
√

2λ(f(p1)− f(p0)),

q = 1− λ|J |
2Lλ+ 2

∈ (0, 1).

Следующий пример показывает, что условие острого минимума вида
∃α> 0, такое что f(p)− f(p0) > α‖p − p0‖, не выполняется для всех p ∈ S.

Рассмотрим L > r > 0, ‖p0‖ = 1 и множество N = Br(−Lp0). Тогда для
всех p ∈ S1 имеем

s(p,N )− s(p0,N ) = L(1− (p, p0)) =
L

2
‖p− p0‖2.

Зам е ч а ни е 1. Приведенные выше результаты могут быть доказаны при
более локальных условиях. Вместо предположения 1 о сильной выпукло-
стиR(T ) с радиусом RT можно потребовать выполнения для всех p ∈ S опор-
ного принципа для множества R(t): существует RT > 0, такое что

R(t)⊂BRT
(R(t)(p) −RT p), ∀p ∈ S.(14)

Предположение 2(a), относящееся кM, должно быть выполнено.

В данной ситуации множество Z(t) = R(t) + (−M0) удовлетворяет опор-
ному принципу для всех p ∈ S с радиусом R = RT +R0:

Z(t)⊂BR(N (t)(p)−Rp), ∀p ∈ S.

Для любых p, q ∈ S получаем

‖N (t)(p) −Rp−N (t)(q)‖2 6 R2, ‖N (t)(q) −Rq −N (t)(p)‖2 6 R2

и ‖N (t)(p)−N (t)(q)‖2 6 2R(p,N (t)(p)−N (t)(q)),

‖N (t)(q)−N (t)(p)‖2 6 2R(q,N (t)(q)−N (t)(p)) = 2R(−q,N (t)(p)−N (t)(q)),

следовательно, ‖N (t)(p) −N (t)(q)‖ 6 R‖p − q‖. Принимая во внимание, что
для любых p, q ∈ S меньшая дуга окружности радиуса 1 с центром в 0 и
концевыми точками p, q лежит в S, можно повторить доказательства тео-
рем 1 и 2 в рассматриваемом случае. Для обобщения теоремы 1 нужно брать
p, q ∈ R

n с p
‖p‖ ,

q
‖q‖ ∈ S, т.е. условие Липшица будет доказываться на множе-

стве
{

p ∈ R
n : 1− ε 6 ‖p‖ 6 1 + ε, p

‖p‖ ∈ S
}

.
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3. Задача (P2)

Используемые предположения: 1, 2(b), 3.

Фиксируем ε ∈ (0, r−RT ). Рассмотрим ε-окрестность Rε(t) = R(t)+Bε(0)
множества R(t). Включение R(t)⊂M означает, что

max
x∈Rε(t)

̺(x,M) 6 ε,

и наоборот, если maxx∈Rε(t) ̺(x,M) > ε, то R(t)6⊂M. На языке опорных
функций можно поставить следующую эквивалентную задачу: найти мини-
мум функции f(p) = s(p,M)− s(p,Rε(t)):

min
‖p‖=1

f(p) = J.(15)

Если J > −ε, то R(t)⊂M, в случае J < −ε выполнено R(t)6⊂M.

Пусть S1 = {p : |p‖ = 1} и S = {p ∈ S1 : f(p) 6 0}, p0 ∈ S1 – решение (15).

Предположим, что S 6= ∅. Рассмотрим следующий итерационный процесс:

p1 ∈ S, pk+1 = PS1
(pk − λf ′(pk)).(16)

Те ор ем а 3. Пусть выполняются предположения раздела 3 и в зада-
че (15) имеет место J < 0. Пусть r0 = r−RT − ε > 0, L= ‖M ∗ Rε(t)‖> 0.
Тогда для любых p1 ∈ S и 0 < λ 6 min{r20/R3

0, 1/(2L), 1/(2R0)} итерации (16)
сходятся с линейной скоростью к решению p0:

‖pk+1 − p0‖ 6 q ‖pk − p0‖, q =

√

1− 2r20
R0

λ+R2
0λ

2 ∈ (0, 1).

Зам е ч а ни е 2. Как и в разделе 2, вышеприведенные результаты могут
быть доказаны при более локальных предположениях. Вместо предположе-
ния 1 о сильной выпуклости R(s) для всех s ∈ [0, T ] с радиусом RT можно по-
требовать выполнения для всех p ∈ S опорного условия для множества R(t):
существует RT > 0, такое что для любого числа ε ∈ (0, r −RT ) выполняется

M(p)−R(t)(p) +R(t)⊂BRT
(M(p)−RT p)⊂

⊂Br−ε(M(p)− (r − ε)p)⊂M, ∀p ∈ S.(17)

Предположения 2(b), 3, касающиеся M, должны выполняться.

В рассматриваемой ситуации имеем

M(p)−R(t)(p) − ε p+Rε(t)⊂M, ∀p ∈ S(18)

и, следовательно, f ′(p) =M(p)−R(t)(p) − ε p =M(p)−Rε(t)(p) =
= (M ∗ Rε(t))(p) для всех p ∈ S, так как f ′(p) ∈M ∗ Rε(t) и (p, f ′(p)) =
= s(p,M ∗ Rε(t)) для всех p ∈ S. Действительно, фиксируем p ∈ S. Из
включения f ′(p) +Rε(t)⊂M получаем f ′(p) ∈ M ∗ Rε(t). С другой сторо-
ны, (p, f ′(p)) + s(p,Rε(t)) = s(p,M) и, таким образом, (p, f ′(p)) = s(p,M)−
−s(p,Rε(t)) > co (s(p,M)− s(p,Rε(t)) = s(p,M ∗ Rε(t)).

Дальнейшие шаги повторяют доказательство теоремы 3.
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4. Задача (P3)

Используемые предположения: 1, 3, 4, 5.

Из леммы 3 следует, что множество R(t) является равномерно гладким с
постоянной r(t), следовательно RT > r(t).

Фиксируем ε ∈ (0, r(t)−R0). Рассмотрим ε-окрестность Mε =M+ Bε(0)
множества M. Включение R(t)⊃M означает, что

max
x∈Mε

̺(x,R(t)) 6 ε,

и наоборот, если maxx∈Mε ̺(x,R(t)) > ε, то R(t) 6⊃M. На языке опорных
функций формулируется следующая эквивалентная задача: найти минимум
функции f(p) = s(p,R(t))− s(p,Mε) = s(p,R(t))− s(p,M)− ε‖p‖:

min
‖p‖=1

f(p) = J.(19)

Если J > −ε, то R(t)⊃M, если же J < −ε, то R(t) 6⊃M.

Как обычно, S1 = {p : ‖p‖ = 1} и S = {p ∈ S1 : f(p) 6 0}. Пусть p0 ∈ S1 –
решение задачи(19).

Предполагаем, что S 6= ∅. Рассмотрим следующий итерационный процесс:

p1 ∈ S, pk+1 = PS1
(pk − λf ′(pk)).(20)

Те ор ем а 4. Пусть выполняются предположения раздела 4, причем в
задаче (19) выполняется J < 0. Пусть r = r(t)−R−ε > 0, L = ‖R(t) ∗ Mε‖.
Тогда для любых p1 ∈ S и 0 < λ 6 min{r2/R3

T , 1/(2L), 1/(2RT )} итерации (20)
сходятся с линейной скоростью к решению p0:

‖pk+1 − p0‖ 6 q ‖pk − p0‖, q =

√

1− 2r2

RT
λ+R2

Tλ
2 ∈ (0, 1).

Зам е ч а ни е 3. Как и в разделе 3, результаты верны при более локаль-
ных предположениях. Вместо сильной выпуклости M с радиусом R0 в пред-
положении 3 можно потребовать выполнения для всех p ∈ S опорного прин-
ципа для множества M: существует R0 > 0, такое что

M⊂BR0
(M(p)−R0p), ∀p ∈ S.(21)

Предположения 1, 4 и 5 должны выполняться.

5. Выбор начального приближения p1 в методе проекции градиента

Начальный вектор p1 выбирается методом случайного поиска: в задачах
(P1)–(P3) берем (равномерно распределенный) случайный вектор p1 ∈ S1 =
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= {p ∈ R
n : ‖p‖ = 1} и проверяем неравенство f(p1) 6 0. Если оно не вы-

полнено, то выбирается еще один случайный вектор p1 ∈ S1 и так да-
лее. В данном разделе оценим вероятность P({f(p1) 6 0}) нахождения
подходящего вектора p1. Для определенности, рассмотрим задачу (P1)
для фиксированного t > 0. Напомним, что J < 0 – решение задачи (11).
По предположениям для задачи (P1) множество N (t) сильно выпукло
с радиусом R > 0. Обозначим z0 = PN (t)0, p0 = −z0/‖z0‖. Для множества
M⊂ R

n обозначим через coneM (выпуклую) коническую оболочку, т.е.
coneM = {∑n

i=1 λixi : xi ∈ M, λi > 0}. Для пары точек x, y ∈ R
n, x 6= y,

определим луч [x, y) = {x+ t(y − x) : t > 0}.
Пусть D > 0 и H = {x ∈ R

n : (p0, x− z0) = 0}. Предположим, что K =
= cone (H ∩BD(z0)) ⊃ coneN (t). К примеру, D можно взять равным диа-
метру множества N (t), т.е. D = supx,y∈N (t) ‖x− y‖.

Множество K – конус вращения с осью [0, z0). Угол между осью и обра-
зующей равен α, tgα = D

|J | . Поляра K− = {p ∈ R
n : (p, q) 6 0 ∀q ∈ K} также

является конусом вращения с осью [0,−z0), для которого угол между осью и
образующей равен β = 1

2π − α, таким образом, cosβ = D√
D2+J2

.

По определению K имеем для всех p1 ∈ S1 ∩ K− неравенство f(p1) 6 0.
Обозначим Scap = S1∩K− и S0 =K−∩H0, где H0 = {x ∈ R

n : (p0, x) = cos β}.
Заметим, что S0 = H0 ∩Br0(p0 cosβ), где r0 = sinβ = |J |√

D2+J2
. (n− 1)-мера

Лебега, µn−1S0 6 µn−1Scap. Таким образом,

P({f(p1)6 0})> µn−1Scap
µn−1S1

>
µn−1S0
µn−1S1

=
rn−1
0

n

Vn−1

Vn
=

1

n

Vn−1

Vn

( |J |√
D2 + J2

)n−1

,

где Vn = πn/2

Γ(n
2
+1)

– объем единичного шарa в R
n.

Предположим теперь что Br(z0 − rp0)⊂N (t) для некоторого r > 0. Рас-
смотрим конус вращения K = coneBr(z0 − rp0)⊂ coneN (t) с осью [0, z0).
Угол между осью и образующей K равен α, sinα = r

r+|J | . Возьмем

поляру K− ⊃ (coneN (t))− с углом β между осью [0,−z0) и обра-
зующей, cos β = r

r+|J | . Имеем для произвольных p1 ∈ S1 : f(p1) 6 0, что

p1 ∈ Scap. Как и ранее, Scap = S1∩K−. Определим S10 =K−∩H1, где H1 =
= {x ∈ R

n : (p0, x) = 1}. Используя элементарную планиметрию, можно полу-

чить, что S10 =H1∩Br1(p0), r1 = tg β =

√
2r|J |+|J |2

r . Тогда µn−1S10 > µn−1Scap
и

P({f(p1) 6 0}) 6 µn−1Scap
µn−1S1

6
µn−1S10
µn−1S1

=

=
rn−1
1

n

Vn−1

Vn
=

1

n

Vn−1

Vn

(√

2r|J |+ |J |2
r

)n−1

.
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В итоге для множества N (t) диаметром D, являющегося равномерно гладким
с постоянной r, получаем

1

n

Vn−1

Vn

( |J |√
D2+J2

)n−1

6 P({f(p1)6 0})6 1

n

Vn−1

Vn

(√

2r|J |+ |J |2
r

)n−1

.(22)

Подобно правой (верхней) оценке в (22) для R-сильно выпуклого множе-
ства N (t) можно доказать оценку снизу

1

n

Vn−1

Vn

(√

2R|J |+ |J |2
R+ |J |

)n−1

6 P({f(p1) 6 0}).

Эта оценка показывает, что P({f(p1) 6 0}) ≍ |J |n−1 при J → 0. В рассматри-
ваемых задачах |J | имеет порядок ε > 0, и в данном случае левое неравенство
в (22) дает более разумную оценку, так как в большинстве примеров значе-
ние D гораздо меньше R.

Полученная вероятность может быть очень мала и сильно влияет на вы-
числения, в частности, когда |J | близко к нулю или n велико. В экспери-
ментах в приведенных ниже примерах для n в пределах 3 6 n 6 12 вектор p1
был найден не более чем за несколько десятков попыток для задач (P1), (P2).
В задаче (P3) иногда требовалось около 1000 попыток для нахождения под-
ходящего p1. Одна из причин относительной эффективности при поиске p1
случайным поиском заключается в том, что в оценках выше можно выбирать
D > 0 много меньше, чем диаметр N (t). На самом деле достаточно такого
D > 0, для которого выполнено включение cone (H ∩BD(z0))⊃ coneN (t).

В ряде случаев p1 можно выбирать детерминированно, см. алгоритм из
раздела 6 для нахождения минимального времени t при ρ(R(t),M) = 0.

Выбор шага λ в алгоритмах решения задач (P1)–(P3) можно осуществлять
методом Армихо. Его подробное описание приведено в [29].

6. Моделирование и примеры

Некоторые из приведенных примеров имеют малую размерность (n = 3)
для удобства интерпретации. Как показывает объяснение ниже, скорость схо-
димости для таких примеров и примеров большей размерности практически
одна и та же.

Множества достижимости построены с помощью пакета программ на
Python [30].

6.1. Задача (P1). Пример 1.

В этом примере находится момент времени, при котором множество до-
стижимости R касается целевого множества M.
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Рис. 2. Графики сходимости метода проекции градиента с размером
шага λ = 0,1. (а) задача (P1), пример 1, (б ) задача (P1), пример 2.

Рассмотрим систему

ẋ = Ax+Bu, x(0) = 0,

u ∈ R : |u| 6 1,

A =





−1,3 1 0
0 −1,3 1
0 0 −1,3



 , B =





0
0
1



 .

(23)

Целевым множеством является M =M0 +Br(0), где M0 – шар
B0,2(0,7, −0,3, 0,35), r = 0,5. Напомним, что f(p) в задаче (11) зависит от t,
т.е. f(p, t) = s(p,R(t)) + s(p,−M0).

Сначала рассмотрим вспомогательную задачу поиска расстояния
между множествами R(t) и M для t = 1, с начальным условием
p1 = (0,03123620, −0,72453809, 0,68852659), f(p1, 1) = −0,05270947.

На рис. 2,а показана сходимость метода проекции градиента для вспомо-
гательной задачи min‖p‖=1 f(p, t). Скорость сходимости линейная, с оценкой

f(pk, 1)− f(p0, 1)≈ 0,2486 × 0,8304k . Найденное оптимальное значение p0 =
= (0,87540058, −0,46926876, 0,11602002), f(p0, 1) = −0,57398898.

Множество достижимости и ближайшая к целевому множеству точка
изображены на рис. 3.

При поиске оптимального времени касания заранее известен только ин-
тервал поиска [0, T ], но не начальное приближение p1 для произвольно вы-
бранного момента времени из этого интервала. Есть две разные стратегии.
Первый – случайно выбирать p1 ∈ S1, такой что f(p1, t) < 0 для данного t,
и увеличивать t на небольшую величину. Второй алгоритм более сложный
и использует временно́й характер задачи (P1). Этот алгоритм отслеживает
подходящее начальное приближение p(t), f(p, t) < 0 при увеличении времени.
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Рис. 3. Ближайшая к целевому множеству M точка множества
достижимости R(t) для t = 1, найденная методом проекции гра-
диента (задача (P1), пример 1).

Алгоритм для задачи (P1) (поиск минимального времени)
Информация: T > 0, r > 0, функция f(p, t), требуемая точность εtol > 0, огра-
ничения tlower = 0, tupper = T , начальный шаг по времени ∆t > 0.

1. Положим t← 0 и найдем начальное приближение p1, удовлетворяющее
f(p1, 0) < 0. Далее запустим метод проекции градиента, который даст
p(0) = argmin‖p‖=1 f(p, 0) : f(p(0), 0) < 0.

2. Положим ttest = min{t+∆t, tupper}.
Если f(p(t), ttest) > 0, то полагаем ∆t ← ∆t/2 и повторяем этот шаг.
Если f(p(t), ttest) < 0, то переходим к шагу 3.

3. Запустим метод проекции градиента (13) для функции f(p, ttest) с началь-
ной точкой p1 = p(t). Это дает p0 и J = f(p0, ttest) = min‖p‖=1 f(p, ttest) < 0.

4. Если J > −r+εtol, то множество достижимости в момент ttest пересекается
с множеством M. Обновим tupper ← ttest, ∆t ← 1

2 min{∆t, tupper − tlower} и
перейдем к шагу 2 с теми же t и p(t). Иначе переходим к шагу 5.

5. Если J < −r − εtol, то множество достижимости еще не достигло множе-
ства M. Обновим tlower ← ttest, ∆t ← min{2∆t,

tupper−tlower

2 }.
Также обновим t← ttest, p(t)← p0 и перейдем к шагу 2.
Иначе переходим к конечному шагу 6.

6. Решение найдено с требуемой точностью: |J + r| 6 εtol. Возвращаем t0 =
= ttest, как оптимальное время для задачи (P1), и p0.

Замечания: алгоритм реализует метод наподобие поиска делением попо-
лам на отрезке [0, T ]. Вероятность найти подходящее p1 на шаге 1 может
быть оценена с использованием результатов раздела 5. Тем не менее началь-
ное приближение может быть получено без случайного поиска в шаге 1. Так
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Рис. 4. Множество достижимости в момент касания целевого множества
и оптимальная траектория (задача (P1), пример 1).

как R(0) = 0, то достаточно найти единичный отделяющий вектор p1 ∈ R
n

дляM, такой что (p1, x) < 0 для всех x ∈ −M0. Далее каждый раз на шаге 2
начальное приближение p1 в методе проекции градиента выбирается детер-
минированным образом. На шаге 5 шаг времени удваивается для ускорения
поиска. Алгоритм также можно применять, если значение T неизвестно (т.е.
tupper =∞), но для tupper > T необходимые условия сходимости метода про-
екции градиента могут нарушаться. Тем не менее соблюдается инвариант
tlower 6 ttest 6 tupper.

Алгоритм останавливается при получении J с заданной точностью εtol, во
всех примерах далее εtol = 10−7 и в результате получены tupper − tlower ∼ 10−6.
Также можно останавливаться при достижении требуемой точности по
времени t: т.е. при tupper − tlower 6 εtime заканчиваем вычисления и берем
t ∈ [tlower, tupper]. Здесь εtime > 0 – допустимая ошибка по времени.

Для системы (23) алгоритм сходится за 21 шаг. Найденное оптимальное
время равно 2,73838424 при

p0 = (0,77091811, −0,60777697, 0,19050571).

На рис. 4 изображено множество достижимости и целевое множество в мо-
мент касания, а также оптимальная траектория (9) с двумя переключениями,
приводящая к целевому множеству [24].

Как было показано во введении, множество достижимости R(t) систе-
мы (23) не является сильно выпуклым. Для U = B[−1, 1] и t > 0 полу-

чаем s(p,R(t)) =
∫ t
0 e

−1,3s|p1 s
2

2 + p2s+ p3| ds для любого p = (p1, p2, p3) ∈ S1.
Для решения p0 = (0,77091811,−0,60777697, 0,19050571) и t = 2,73838424 по-
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лучаем корни s1(p0) < s2(p0) уравнения p1
s2

2 + p2s+ p3 = 0 для p = p0. По
теореме об обратной функции корни S1 ∋ p→ si(p), i = 1, 2, уравнения

p1
s2

2 + p2s+ p3 = 0 аналитичны в некоторой окрестности точки p0 ∈ S1. Дру-
гими словами, существует число γ > 0, такое что функции

S1 ∩Bγ(p0) ∋ p→ si(p), i = 1, 2,

являются липшицевыми некоторой постоянной L > 0. Более того, мож-
но выбрать такое число γ > 0, что первые компоненты векторов из
S1 ∩Bγ(p0) положительны и max{s1(p), s1(q)} 6 min{s2(p), s2(q)} для всех
p, q ∈ S1 ∩Bγ(p0).

Фиксируем пару точек p, q ∈ S1 ∩Bγ(p0). Положим M = maxs∈[0,t] ‖eAs‖.
Тогда |si(p)− si(q)| 6 L‖p− q‖ для i = 1, 2, и используя оценку

‖U(eA⊤sp)− U(eA⊤sq)‖ 6 2, получаем для опорного элемента

‖R(t)(p) −R(t)(q)‖ =
2∑

i=1

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

si(q)∫

si(p)

eAs(U(eA⊤sp)− U(eA⊤sq)) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

6 4ML‖p − q‖.

Таким образом, поверхность {R(t)(p) : p ∈ S1 ∩Bγ(p0)} – это часть сильно
выпуклого множества с радиусом R = 4ML. В текущем примере этого до-
статочно для сходимости метода проекции градиента для времени t. Та же
ситуация имеет место для ранних моментов времени.

6.2. Задача (P1). Пример 2.

Рассмотрим пример в R
12

A = diag(−0,3, −0,8, −1, −0,7, −0,71, −0,52, −0,37, −0,05, −0,25, −0,89,
−0,99, −0,2), U = B1(0). Целевым множеством является M =M0 +Br(0),
где M0 – шар B0,4(0,3× 1) (1 = (1, 1, . . . , 1)), r = 0,2, размер шага λ = 0,1.

Рисунок 2,б : Сходимость метода проекции градиента для вспомогательной
задачи min‖p‖=1 f(p, t) для времени t = 0,5 и начального условия

p1 = (0,02046203, 0,24278712, 0,21998230, 0,33539534, 0,11750331,

0,07584814, 0,44196329, 0,14159412, 0,08314335,

0,32560626, 0,49401057, 0,43339861),

где f(p1, 0,5) = −0,04771303.
Оценка скорости сходимости: f(pk, 0,5)− f(p0, 0,5)≈ 0,1218 × 0,8122k .

Оптимальное значение равно

p0 = (0,27300370, 0,30197686, 0,31253360, 0,29647251, 0,29702965,

0,28619273, 0,27727228, 0,25724610, 0,26991497,

0,30680235, 0,31202019, 0,26679398),

где f(p0, 0,5) = −0,20238418.
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Рис. 5. k-е компоненты uk оптимального управления (задача (P1), пример 2).

Алгоритм сходится за 21 шаг к точке

p0 = (0,27281666, 0,30212210, 0,31280135, 0,29655398, 0,29711758,

0,28615572, 0,27713348, 0,25688441, 0,26969324,

0,30700357, 0,31228196, 0,26653741),

полученное оптимальное время равно 0,50315046.

Рисунок 5 показывает оптимальное управление (покомпонентно, каждая
линия изображает одну из 12 компонент).

6.3. Задача (P2). Пример 3.

Множество достижимости касается целевого множества внутренним обра-
зом, оно такое же, как в задаче (P1), пример 1 (формула (23)).

Целевое множество – эллипсоид M = {x : (x− c)⊤Q(x− c) 6 R2}, где

Q =





4,5 −1,2 −1,6
−1,2 6,8 −2,3
−1,6 −2,3 8



 , c =





−3,4
−3,8
0,3



 , R = 12.

Напомним, что f(p, t) = s(p,M)− s(p,Rε(t)), здесь взято ε = 0,05, размер
шага λ = 0,2.

Рисунок 6: для системы (23) похожий алгоритм деления пополам сходится
за 19 шагов (т.е. |J + ε| 6 εtol = 10−7). Оптимальное время t = 1,64610733,
p0 = (0,36800454, 0,72705740 − 0,57962073).
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Рис. 6. Решение задачи (P2) для примера 3.

6.4. Задача (P2). Пример 4. Гомотет внутри целевого множества.

Решим задачу (P2) для гомотета, т.е. задачу, поставленную в виде

max
t>0

t : tR⊂M.(24)

Определим M = B10(0), т.е. шар с центром в 0 и радиусом 10. Мно-
жество R – сильно выпуклый отрезок с концами [−0,1, 3, 2,05884573],
[−1,9, 3, −1,05884573] и радиусом сильной выпуклости R = 3, т.е. R – пе-
ресечение всех шаров радиуса R = 3, содержащих обе концевых точки.

Опорный элемент для единичного вектора p = (p1, . . . , pn) и сильно вы-
пуклого отрезка с концами [−ae1, ae1] и радиусом сильной выпуклости R > a

равен Rp−
√
R2−a2√
1−p2

1

(I − e1e
⊤
1 )p, если arctg

(

p1√
1−p2

1

)

< arcsin( a
R ), в противном

случае он равен sign(p1)ae1. Рассмотрим гомотетию tR с параметром ε = 0,1
в определении f (15) и размером шага λ = 0,2.

Для t = 3 множество tR не содержится в M, см. рис. 7. Алгоритм, похо-
жий на приведенный для задачи (P2), сходится за 21 шаг к оптимальным
значениям t0 = 2,62904820 и p0 = (−0,34257770, 0,93398621, 0,10153957) (т.е.
|J + ε| 6 εtol = 10−7).

6.5. Задача (P3). Пример 5.

Рассмотрим пример в R
10

A = diag(0,1, 0,75, 0,8, 0,81, 0,82, 0,95, 1,0, 1,0, 1,05, 1,1), U = B1(0).
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Рис. 7. Задача (P2), пример 4. Гомотет при t = 3 не содержится в M.

Целевое множество равноM = B0,1(0,1× 1), (1 = (1, 1, . . . , 1)), ε = 0,1, раз-
мер шага λ = 0,1.

Понадобился 21 запуск метода проекции градиента, чтобы получить ре-
шение

p0 = (0,44643102, 0,32328081, 0,31539020, 0,31383560, 0,31228874,

0,29286442, 0,28572048, 0,28572048, 0,27875066, 0,27195027)

и оптимальное время 0,35823087.

7. Заключение

В работе на основе решения задачи (1) предложены эффективные мето-
ды решения ряда задач (P1)–(P3), в том числе задачи поиска расстояния и
включения множеств. Доказана линейная скорость сходимости алгоритмов.
Рассмотренные примеры показывают эффективность предложенных мето-
дов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Умножим обе части неравенства на
√

‖p‖ ‖q‖ и возведем в квадрат.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Из равенства eAs = JeA1sJ−1 получаем

R(t) =
t∫

0

JeA1sJ−1U ds =

t∫

0

JeA1sU1 ds = JR1(t).

Требуемое утверждение следует из [25, Теорема 3].
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. По определению U = U0 + Br(0). Тогда
R(t) = R0(t) + r

∫ t
0 e

AsB1(0) ds,

R0(t) =

t∫

0

eAsU0 ds.

Достаточно показать, что эллипсоид eAsB1(0) равномерно гладкий с постоян-

ной r(s) = λ2
n(s)

λ1(s)
. Рассмотрим ортонормированный базис, в котором эллипсоид

eAsB1(0) принимает канонический вид

N =

{

x ∈ R
n :

n∑

k=1

x2k
λ2
k

6 1

}

, λk = λk(s).

Тогда матрица L = diag {λ1, . . . , λn} дает LB1(0) = N . Эллипсоид V =
=
{
x :

∑n
k=1 λ

2
kx

2
k 6 1

}
сильно выпуклый с радиусом ρ = λ1/λ

2
n. Следова-

тельно, существует выпуклый компакт P, такой что V+P = Bρ(0). Учитывая,
что LV = B1(0), получаем:

LV + LP = LBρ(0) = ρLB1(0) = ρN ⇔ 1

ρ
B1(0) +

1

ρ
P = N .

Таким образом множество N является равномерно гладким с постоянной 1
ρ =

= λ2
n/λ1.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Пусть I – единичная матрица, p0 ∈ S1 –
решение задачи (11). Из необходимого условия экстремума имеем f(p0) =
= (p0, f

′(p0)) = −‖f ′(p0)‖. Тогда PTp = I − pp⊤ для любого p ∈ S1 и
‖(I − pp⊤)f ′(p)‖2 = ‖f ′(p)‖2 − f2(p). Следовательно, для всех p ∈ S получаем

‖f ′(p)‖2 − f2(p) = (‖f ′(p)‖ − f(p))(‖f ′(p)‖+ f(p0) + f(p)− f(p0)).

Из неравенства f(p) 6 0 и того, что опорный элемент f ′(p0) = N (t)(p0) имеет
минимально возможную норму, получаем, что ‖f ′(p)‖ − f(p) > ‖f ′(p)‖ >
>‖f ′(p0)‖= |J |. Остается заметить, что ‖f ′(p)‖+f(p0)= ‖f ′(p)‖−‖f ′(p0)‖>0.

Для любых двух векторов p, q ∈ R
n, 1−ε 6 ‖p‖, ‖q‖ 6 1+ε из леммы 1 по-

лучаем, что
∥
∥
∥

p
‖p‖ −

q
‖q‖

∥
∥
∥ 6

‖p−q‖√
‖p‖ ‖q‖

. Фиксируем такие p, q. Тогда из липшице-

вости опорного элемента f ′(ξ) = N (t)(ξ) на единичной сфере с постоянной R
и равенства f ′(ξ) = f ′ (ξ/‖ξ‖), для всех ξ 6= 0, получаем

‖f ′(p)− f ′(q)‖ 6 R

∥
∥
∥
∥

p

‖p‖ −
q

‖q‖

∥
∥
∥
∥
6

R‖p − q‖
√

‖p‖ ‖q‖
6

R

1− ε
‖p− q‖.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Определим qk = pk − λf ′(pk), ‖qk‖ >
> 1− λ‖f ′(pk)‖ > 1− λL > 1

2 . Из ‖pk‖ = ‖pk+1‖ = 1, леммы 1 и неравенства

‖pk+1 − pk‖ = ‖PS1
(pk − λf ′(pk))− pk‖ 6

‖pk − qk‖
√

‖pk‖ ‖qk‖
6

6 λ
√
2‖f ′(pk)‖ 6 λ

√
2L 6

1√
2
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получаем [pk, pk+1]⊂ {p ∈ R
n : 1

2 6 ‖p‖ 6 3
2}. По теореме 1 f ′ имеет постоян-

ную Липшица L1 = R/(1− 1
2 ) = 2R на отрезке [pk, pk+1].

Также имеет место условие LPL для функции f на множестве S по теоре-
ме 1 для µ = |J |.

Фиксируем λ из предложения и ℓ = 1
λ > L1. Положим zk = ‖ℓpk−f ′(pk)‖−

− (pk, pk − f ′(pk)) > 0,

zk =
‖(I − pkp

⊤
k )f

′(pk)‖2
‖ℓpk − f ′(pk)‖+ (pk, pk − f ′(pk))

>
‖(I − pkp

⊤
k )f

′(pk)‖2
2‖ℓpk − f ′(pk)‖

.(Π.1)

Имеем

‖pk+1 − pk‖2 = 2− 2
(pk, ℓpk − f ′(pk))
‖ℓpk − f ′(pk)‖

=
2zk

‖ℓpk − f ′(pk)‖
и из липшицевости f ′ на отрезке [pk, pk+1] с постоянной L1

f(pk+1)− f(pk) 6 (f ′(pk), pk+1 − pk) +
L1

2
‖pk+1 − pk‖2 =

= (pk, L1pk − f ′(pk))−
(

L1pk − f ′(pk),
ℓpk − f ′(pk)
‖ℓpk − f ′(pk)‖

)

=

=

(

ℓpk − f ′(pk) + (L1 − ℓ)pk, pk −
ℓpk − f ′(pk)
‖ℓpk − f ′(pk)‖

)

,

f(pk+1)− f(pk) 6 −zk + (L1 − ℓ)

(

pk, pk −
ℓpk − f ′(pk)
‖ℓpk − f ′(pk)‖

)

=

= −zk +
L1 − ℓ

‖ℓpk − f ′(pk)‖
zk 6 −zk.

Из (Π.1) и условия LPL с µ = |J | получаем, что

f(pk+1)− f(pk) 6 −
‖(I − pkp

⊤
k )f

′(pk)‖2
2‖ℓpk − f ′(pk)‖

6 − |J |
2‖ℓpk − f ′(pk)‖

(f(pk)− f(p0)).

Определим ϕ(p) = f(p)− f(p0) для всех p ∈ S1. Из оценки ‖ℓpk − f ′(pk)‖ 6
6 ℓ+ ‖f ′(pk)‖ 6 ℓ+ L получаем

ϕ(pk+1) 6

(

1− |J |
2ℓ+ 2L

)

ϕ(pk) = qϕ(pk)

и q ∈ (0, 1), так как |J | = ̺(0,N (t)) 6 ‖N (t)‖ = L.

Для точек {pk} имеем (заметим, что ‖pk − λf ′(pk)‖ > 1)

‖pk+1 − pk‖2 6
2zk

‖ℓpk − f ′(pk)‖
6

2λ(f(pk)− f(pk+1))

‖pk − λf ′(pk)‖
6 2λϕ(pk).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Рассмотрим функцию

f(p) = s(p,M0) + r‖p‖ − s(p,Rε(t)).
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Множество Rε(t) сильно выпукло с радиусом RT + ε < r. Следовательно,
существует выпуклый компакт N (t), такой что Rε(t) +N (t) = BRT+ε(0) и
r‖p‖ − s(p,Rε(t)) = (r −RT − ε)‖p‖ + s(p,N (t)). Таким образом

f(p) = s(p,M0) + (r −RT − ε)‖p‖ + s(p,N (t)) =

= s(p,M0 +N (t) + Br−RT−ε(0))

и функция f(p) является опорной функцией множества N (t) =M ∗ Rε(t) =
=M0 +N (t) + Br−RT−ε(0). Это множество сильно выпукло с радиусом R0 и
является равномерно гладким с постоянной r0 = r −RT − ε > 0. Функция f ′

липшицева на S1 с постоянной R0 и так же, как в доказательстве теоремы 2,
[pk, pk+1]⊂

{
p ∈ R

n : 1
2 6 ‖p‖ 6 3

2

}
. Таким образом, для любого p из отрезка

[pk, pk+1] имеем ‖p‖ > 1
2 и для любых p, q ∈ [pk, pk+1] по лемме 1

‖f ′(p)− f ′(q)‖ =
∥
∥
∥
∥
f ′
(

p

‖p‖

)

− f ′
(

q

‖q‖

)∥
∥
∥
∥
6

6 R0

∥
∥
∥
∥

p

‖p‖ −
q

‖q‖

∥
∥
∥
∥
6 R0

‖p − q‖
√

‖p‖ ‖q‖
6 2R0‖p− q‖,

т.е. f ′ – липшицево отображение на любом отрезке [pk, pk+1] с постоянной 2R0.
Из липшицевости f ′ и предложения 2 f(pk) 6 0 для всех k.

‖pk+1 − p0‖2 = ‖PS1
(pk − λf ′(pk))− PS1

(p0 − λf ′(p0))‖2,
‖pk − λf ′(pk)‖ > 1, ‖p0 − λf ′(p0)‖ > 1,

т.е. pk − λf ′(pk) /∈ intB1(0), p0 − λf ′(p0) /∈ intB1(0), и тогда

‖pk+1 − p0‖2 6 ‖pk − p0 + λ(f ′(pk)− f ′(p0))‖2 6

6 ‖pk − p0‖2 − 2λ(pk − p0, f
′(pk)− f ′(p0)) + λ2‖f ′(pk)− f ′(p0)‖.

Из сильной выпуклости множества N (t) с радиусом R0 имеем ‖f ′(pk)−
−f ′(p0)‖ 6 R0‖pk − p0‖. Также из сильной выпуклости множества N (t)
с радиусом R0 имеем [28, Теорема 2.1 (h)] (pk − p0, f

′(pk)− f ′(p0)) >
> 1

R0
‖f ′(pk)− f ′(p0)‖2. Из равномерной гладкости множества N (t) с посто-

янной r0 [28, Определение 3.2, Теорема 3.6] имеем

(pk − p0, f
′(pk)− f ′(p0)) >

1

R0
‖f ′(pk)− f ′(p0)‖2 >

r20
R0
‖pk − p0‖2.

Таким образом, ‖pk+1 − p0‖2 6 q2‖pk − p0‖2.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Повторяется доказательство теоре-

мы 3. В частности, функция f(p) – опорная функция множества R(t) ∗ Mε =
= R(t) ∗ M ∗ Bε(0). Это множество сильно выпукло с постоянной RT и яв-
ляется равномерно гладким с постоянной r.
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АППРОКСИМАЦИОННЫЙ ПОДХОД К АДАПТИВНОМУ
УПРАВЛЕНИЮ ЛИНЕЙНЫМИ НЕСТАЦИОНАРНЫМИ СИСТЕМАМИ1

Предлагается адаптивная система управления по вектору состояний
классом нестационарных линейных систем. Задача адаптации сведена
к задаче идентификации кусочно-постоянных приближений нестацио-
нарных параметров идеального сигнала управления. При выполнении
условия неисчезающего возбуждения регрессора с достаточно малым пе-
риодом обеспечена экспоненциальная сходимость ошибки идентификации
приближений и ошибки слежения за эталонной моделью к произвольно
малой окрестности положения равновесия. Полученные теоретические ре-
зультаты проиллюстрированы математическим моделированием.

Ключевые слова: адаптивное управление, нестационарные параметры, па-
раметрическая ошибка, неисчезающее возбуждение, идентификация.

DOI: 10.31857/S0005231024050039, EDN: YQFACM

1. Введение

Начиная с 1960-х гг. тематика, связанная с адаптивным управлением, оста-
ется одной из центральных для лаборатории № 7 ИПУ РАН. Ее основатель,
академик Яков Залманович Цыпкин, внес весомый вклад в изучение проблем
адаптации и обучения и предложил единый подход к их решению, основан-
ный на методах стохастической аппроксимации. В рамках такого подхода,
в частности, были успешно решены задачи идентификации и оценки пара-
метров. В дальнейшем Борисом Теодоровичем Поляком были предложены
оптимальные и робастные псевдоградиентные алгоритмы адаптации и стро-
го исследована их скорость сходимости [1, 2]. Эти исследования во многом
легли в основу теории адаптивного управления как науки, которая, начав
с линейных систем с постоянными параметрами, в дальнейшем постепенно
обобщается на более широкие классы объектов. Об одном таком классе и
пойдет речь в данной работе.

Одним из предметов теории адаптивного управления является задача сле-
жения нестационарным объектом за стационарной эталонной моделью с ну-
левой установившейся ошибкой. Несмотря на более чем 65-летнюю историю,
сегодня эта задача все еще не имеет универсального практического решения,
что мотивирует исследователей по всему миру к разработке новых подходов
и инструментариев.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Совета по грантам Прези-
дента РФ (проект МД.1787.2022.4).
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Стандартные алгоритмы адаптивного управления предназначены для ли-
нейных систем с квазипостоянными параметрами. При их применении для
управления линейными нестационарными системами, ввиду появления в про-
изводной функции Ляпунова некомпенсируемого слагаемого, пропорциональ-
ного скорости изменения неизвестных параметров, вместо сходимости ошиб-
ки слежения к нулю обеспечивается только ее ограниченность в некоторой об-
ласти с нерегулируемой границей [3, c. 552]. В [4] на основе метода скоростно-
го градиента эти результаты обобщены на задачу слежения нелинейной неста-
ционарной системой за нестационарной эталонной моделью. В [5, 6] предложе-
ны различные комбинированные законы адаптации, как утверждается, поз-
воляющие при выполнении условия неисчезающего возбуждения регрессора
уменьшить величину установившейся ошибки. В [7] предложен метод congela-
tion of variables – заморозки переменных, позволяющий с помощью специаль-
ной и не всегда подходящей для практики силовой обратной связи демпфиро-
вать влияние возмущающего слагаемого, благодаря чему обеспечить асимп-
тотическую сходимость ошибки слежения к нулю. Альтернативный подход [8]
также обеспечивает асимптотическую устойчивость, но использует большой
коэффициент усиления уже не в законе управления, а в законе адаптации.
В методе мажорирующих функций [9, 10] предлагается использовать закон
адаптации с большим коэффициентом усиления, но в отличие от [8] гаранти-
руется только диссипативность замкнутой системы. В [11] предложена адап-
тивная система управления, обеспечивающая экспоненциальную сходимость
ошибки слежения к нулю для систем в канонической форме управляемости
с нестационарными параметрами, описываемыми известными генераторами
с неизвестными начальными условиями. В [12] предложено заменить задачу
адаптивного управления нестационарными механическими системами на за-
дачу идентификации кусочно-постоянных параметров полинома, полученно-
го с помощью локального разложения нестационарных параметров системы
в ряд Тейлора произвольного порядка. В [13, 14] на базе методов парамет-
рической идентификации развит подход к адаптивно-оптимальному управ-
лению по выходу нестационарными линейными системами в предположении,
что параметры объекта являются известными нестационарными функциями
времени.

Недостатки описанных выше и других известных подходов к решению за-
дач адаптивного управления нестационарными системами могут быть клас-
сифицированы следующим образом:

1) использование силовых обратных связей в законе управления или на-
стройки (разрывных управлений, больших коэффициентов, нелинейных
демпфирующих сигналов и пр.) [7–10, 12];

2) необходимость удовлетворения условий параметрической идентифици-
руемости [5, 6, 11, 13, 14];

3) увеличение размерности решаемой задачи идентификации/адаптации
путем учета коэффициентов физических законов изменения параметров
системы или аппроксимационных полиномов [11–14].
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Более полное представление о текущем состоянии проблемы адаптивного
управления нестационарными системами возможно составить из постановоч-
ных частей цитируемых работ [4–15]. В этой же работе предлагается новый
метод аппроксимационного адаптивного управления нестационарными систе-
мами на основе теории параметрической идентификации.

Мотивация заключается в исследовании условий применимости недавно
предложенного [16] алгоритма идентификации нестационарных параметров
линейного регрессионного уравнения в задаче управления нестационарной
линейной системой. В соответствии с подходом [16] задача идентификации
нестационарных параметров сводится к задаче идентификации их кусоч-
но-постоянной аппроксимации. Как следует из теоретических выводов [16],
в отличие от многих существующих методов идентификации нестационар-
ных параметров, алгоритм [16] позволяет гарантировать сходимость ошибки
идентификации нестационарных параметров в область, которая при неис-
чезающем возбуждении регрессора с достаточно малым периодом Ts может
быть произвольно уменьшена путем уменьшения длины интервала разложе-
ния в ряд Тейлора. В данной работе этот подход предлагается использовать
при управлении классом линейных систем с нестационарными параметрами.
Для этого:

1) предложен неадаптивный закон управления нестационарной системой,
коэффициенты обратных и прямых связей которого вычисляются ис-
ключительно по первому (кусочно-постоянному) приближению неста-
ционарных параметров системы;

2) сформулированы условия сходимости ошибки слежения в произвольно
малую окрестность нуля при применении закона управления из 1);

3) на основе результатов [16] предложен закон идентификации параметров
управления из 1), позволяющий при неисчезающем возбуждении регрес-
сора с достаточно малым периодом гарантировать сходимость ошибки
слежения в произвольно малую окрестность нуля.

Полученный в результате аппроксимационный подход к адаптивному
управлению нестационарными системами из цитируемой литературы наи-
более близок к решению [12]. Однако в отличие от него, во-первых, неста-
ционарные параметры аппроксимируются только первым слагаемым из ря-
да Тейлора, что снижает вычислительную сложность и не увеличивает раз-
мерность задачи идентификации [16], а во-вторых, этап интерполяции по-
лученных оценок не используется. В сравнении с другими существующими
решениями [4–14] предложенный алгоритм адаптивного управления неста-
ционарными линейными системами характеризуется следующими достоин-
ствами (+) и недостатками (–):
(+) силовые и демпфирующие обратные связи в законах управления и адап-

тации не используются;
(+) знание функций изменения параметров системы не требуется;
(+) априорная информация о параметрах системы не используется;
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(–) для достижения даже асимптотической сходимости ошибки слежения к
окрестности нуля требуется выполнение условия неисчезающего возбуж-
дения регрессора;

(–) значение установившейся ошибки слежения может быть уменьшено
только при достаточно малом периоде Ts неисчезающего возбуждения
регрессора;

(–) невыполнение условия параметрической идентифицируемости (неисче-
зающего возбуждения регрессора) может привести к неустойчивости за-
мкнутой системы.

В целом предлагаемое решение хоть и не устраняет все недостатки суще-
ствующих подходов, но расширяет набор методов адаптивного управления
нестационарными системами, а поэтому, по мнению авторов, представляет
интерес.

Основные определения

В работе приняты следующие соглашения: запись f (t) ∈ R
n×m означа-

ет значение функции f :
[
t+0 , +∞

)
→ R

n×m в момент времени t, где t+0 > 0
начальный момент времени; для вектора a ∈ R

n запись ||a|| обозначает ев-
клидову норму; минимальное и максимальное собственное число матрицы
A ∈ R

n×n обозначается соответственно λmin (A) и λmax (A) . Для обозначения
экспоненциальной скорости сходимости используется латинская аббревиату-
ра exp.

При доказательстве теорем и утверждений будет использовано определе-
ние конечного и неисчезающего (постоянного) возбуждения.

Опр е д е л е н и е 1. Сигнал ω (t) ∈ R
n возбужден на конечном отрезке

[t1, t2]⊂
[
t+0 ,∞

)
, если существует α > 0, такое, что верно неравенство

t2∫

t1

ω (τ)ωT (τ) dτ > αIn.(1.1)

Опр е д е л е н и е 2. Сигнал ω (t) ∈ R
n возбуждается постоянно, если для

всех t > t+0 > 0 существует Ts > 0 и α > 0 такие, что верно неравенство

t+Ts∫

t

ω (τ)ωT (τ) dτ > αIn.(1.2)

Множества сигналов для которых выполняются условия (1.1) или (1.2)
обозначим FE и PE соответственно. Будем называть сигнал ω (t) постоянно
возбужденным, если ω ∈ PE, и возбужденным на конечном отрезке времени,
если ω ∈ FE.

В основном результате работы используется формула Тейлора с остаточ-
ным членом в интегральной форме. Условия существования этой формулы
определены в следующей лемме [17].
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Лемма 1. Пусть f (t) ∈ R имеет непрерывную производную порядка p
на интервале (t1, t2), тогда для любой пары точек t и a из (t1, t2) верно

f (t) = f (a) +
t− a

1!
f (1) (a) + . . .+

(t− a)p

p!
f (p) (a)+

+

t∫

a

(t− ζ)p

p!
f (p+1) (ζ) dζ.

(1.3)

2. Постановка задачи

Рассмотрим непрерывные линейные системы с нестационарными парамет-
рами

ẋ (t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) = A0x (t) + en
(
aT (t)x (t) + b (t)u (t)

)
=

= A0x (t) + enΦ
T (t)Θ (t) , x

(
t+0
)
= x0,

(2.1)

где

A (t) = A0 + ena
T (t) , B (t) = enb (t) ,

A0 =

[

0(n−1)×1 In−1

01×n

]

, en =

[

0(n−1)×1

1

]

,
ΦT (t) =

[
xT (t) u(t)

]
,

Θ(t) =
[
aT (t) b (t)

]T
,

x (t) ∈ R
n – состояния с неизвестными начальными условиями x0, u (t) ∈ R –

управляющее воздействие, A (t) ∈ R
n×n – неизвестная матрица системы,

B (t) ∈ R
n, Θ(t) ∈ R

n+1 – неизвестные векторы, A0 ∈ R
n×n – матрица Фро-

бениуса, en ∈ R
n – координатный вектор с единицей на n-ой позиции. Пара

(A (t) , B (t)) полностью управляема для всех t > t+0 . Проверка управляемо-
сти системы (2.1) может быть выполнена, например, с помощью критерия,
приведенного в [18].

Характерной особенностью класса систем (2.1) является действие управле-
ния и неопределенности на одно уравнение. Такие системы называются систе-
мами с согласованной неопредельнностью и часто встречаются на практике.
Например, уравнения динамики углов Эйлера твердого тела при допущении
его симметричности описываются звеном второго порядка с согласованной
неопределенностью. Другим хорошим примером задачи управления при со-
гласованных неопределенностях является регулирование координат манипу-
лятора в формализме Эйлера–Лагранжа.

Относительно неизвестных параметров Θ(t) принимается следующее до-
пущение.

Допу щ ени е 1. Параметры Θ(t) и их первая и вторая производные не-
прерывны и ограничены

‖Θ(t)‖ 6 Θmax,
∥
∥
∥Θ̇ (t)

∥
∥
∥ 6 Θ̇max,

∥
∥
∥Θ̈ (t)

∥
∥
∥ 6 Θ̈max,

где оценки сверху Θmax, Θ̇max и Θ̈max существуют, но неизвестны.

90



Требуемое качество управления в замкнутой управлением u (t) систе-
ме (2.1) зададим эталонной моделью с постоянными параметрами

ẋref (t) = A0xref (t)+en
(
brefr (t) + aTrefxref (t)

)
, xref

(
t+0
)
= x0ref ,(2.2)

где xref (t) ∈ R
n – вектор координат состояния эталонной модели с извест-

ными начальными условиями x0ref , r (t) ∈ R – сигнал задания, Aref = A0 +
+ ena

T
ref ∈ R

n×n – гурвицева матрица состояний эталонной модели, bref – ко-
эффициент усиления эталонной модели.

Предположим, что эталонная модель (2.2) выбрана так, что выполняются
условия идеального отслеживания системой (2.1) вектора состояний (2.2).

Допу щ ени е 2. Существуют параметры kx (t) ∈ R
1×n и kr (t) ∈ R, удо-

влетворяющие уравнениям

aTref − aT (t) = b (t) kx (t) , bref = b (t) kr (t) .

Принятое допущение необходимо и достаточно для существования сигна-
ла управления u(t), доставляющего для всех t > t+0 совпадение уравнений
системы (2.1) с уравнениями выбранной эталонной модели (2.2). Выполнение
допущения обеспечивается выбором эталонной модели в виде (2.2), рассмот-
рением класса систем с постоянным знаком коэффициента усиления b(t) и
полностью управляемой парой (A(t), B(t)). Заметим что допущение 2 накла-
дывает на систему (2.1) ограничение sgn (b (t)) = const2, а значит совмест-
но допущения 1 и 2 требуют двухсторонней ограниченности bmax > |b (t)| >
> bmin > 0.

Необходимо построить адаптивный закон управления u (t), гарантирую-
щий при Φ ∈ PE экспоненциальную сходимость (exp) ошибки eref (t) =
= x (t)− xref (t) в целевое множество

lim
t→∞

‖eref (t)‖ 6 ∆eref (exp) ,(2.3)

таким образом, что существует некоторый параметр процедуры адаптивного
управления, от выбора значения которого зависит установившаяся ошибка
∆eref > 0.

3. Предварительные результаты и преобразования

Недавно было получено эффективное решение [19] задачи управления
линейными системами с неизвестными кусочно-постоянными параметрами.
В этом разделе преобразуем задачу адаптивного управления системой (2.1)
с нестационарными параметрами к задаче управления системой с кусочно-по-
стоянными параметрами. С этой целью сначала покажем достижимость по-
ставленной цели (2.3) с помощью неадаптивного закона управления с извест-
ными идеальными параметрами, использующего в цепях обратных/прямых

2 Иначе существует момент времени ta > t
+

0 , в который b (ta) = 0, а уравнения из допу-
щения 2 в общем случае (bref 6= 0, aref − a (ta) 6= 0n) не имеют решения.
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связей только кусочно-постоянные приближения нестационарных параметров
системы (2.1).

С учетом допущения 1, уравнение в отклонениях между уравнением объ-
екта (2.1) и эталонной модели (2.2) принимает вид

ėref (t) = Areferef (t) + enb (t) [u (t)− kx (t) x (t)− kr (t) r (t)] =

= Areferef (t) + enb (t)
[
u (t)−KT (t)ω (t)

]
,

(3.1)

где

eref (t) = x (t)− xref (t) , ω (t) =
[
xT (t) rT (t)

]T ∈ R
n+1,

K (t)=
[
kx (t) kr (t)

]T ∈ R
(n+1)×1.

Представим возмущение KT (t)ω (t) в виде суммы двух слагаемых: с
кусочно-постоянными и с нестационарными параметрами. Для этого зада-
дим возрастающую последовательность

t+i = T

⌊
t− t+0
T

⌋

, i ∈ N,

где t+i+1 − t+i = T > 0, ⌊.⌋ : R→ Z – функция округления до ближайшего мень-
шего целого.

Поскольку по допущениям 1 и 2 параметры K (t) дифференцируемы, то
в T окрестности момента времени t+i по формуле Тейлора (1.3) имеем право
записать

K (t) = K
(
t+i
)
+

t∫

t+i

K̇ (ζ) dζ

︸ ︷︷ ︸

δK0(t)

,(3.2)

где K
(
t+i
)
= Ki – значение параметров K (t) в момент времени t+i , ‖δK0 (t)‖ 6

6 K̇maxT – остаточный член нулевого порядка (p = 0, см. (1.3)).

В соответствии с выражением (3.2) на каждом промежутке
[
t+i , t

+
i + T

)

нестационарные параметры K (t) могут быть аппроксимированы их значе-
нием Ki в начале промежутка. Тогда последовательностью этих значений
{K0,K1, . . . ,Ki} вместе с последовательностью моментов времени переклю-
чений между ними {t+0 , t+1 , . . . , t+i } задается кусочно-постоянный сигнал, яв-
ляющийся для всех t > t+0 первым приближением нестационарных парамет-
ров K (t)

θ (t) = Ki = K0 +

i∑

q=1

∆θ
qh
(
t− t+q

)
,(3.3)

где ∆θ
q = Kq −Kq−1 – величина изменения параметров K (t) за отрезок

[
t+i , t

+
i+1

]
, h : [t+0 , ∞)→ {0, 1} – функция Хевисайда.
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Рис. 1. Графическая иллюстрация взаимосвязи между K(t), θ (t) и θ̂ (t).

Выражение (3.3) позволяет уже для всех t > t+0 записать нестационар-
ные параметры в виде суммы K (t) = θ (t) + δK0 (t), что приводит к искомому
представлению возмущения

ėref (t) = Areferef (t) + enb (t)
[
u (t)− θT (t)ω (t)− δTK0 (t)ω (t)

]
.(3.4)

Выражение (3.4) мотивирует рассмотрение технически реализуемого
непрерывного и неадаптивного закона управления

u (t) = θ̂T (t)ω (t) ,(3.5a)

˙̂
θ (t) = −γ1

(

θ̂ (t)− θ (t)
)

= −γ1θ̃ (t) , θ̂
(
t+0
)
= θ̂0,(3.5b)

где θ̂ (t) результат фильтрации параметров θ(t), а γ1 > 0 параметр фильтра.

Для частного случая K(t) = sin (t) + 2 и T = 1 взаимосвязь между пара-
метрами K(t), θ (t) и θ̂ (t) поясняется на рис. 1,а и рис. 1,б . На рис. 1,б для
этого примера также приведена ошибка аппроксимации δK0 (t) и оценка свер-
ху на нее K̇maxT = 1.

Условия достижения цели при использовании закона (3.5a) + (3.5b) опи-
шем в следующем утверждении.

У тв е ржд е ни е 1. При выполнении условия i 6 imax <∞ найдется
Tmin > 0, такое, что для всех 0 < T < Tmin закон управления (3.5) гаранти-
рует достижение поставленной цели (2.3).

Доказательство Утверждения приведено в Приложении.

В соответствием с утверждением 1, при решении поставленной задачи (2.3)
для расчета параметров закона управления (3.5a) достаточно использовать
кусочно-постоянные приближения θ (t) нестационарных параметров возму-
щения KT (t)ω (t). Поэтому задача адаптивного управления классом систем
с неизвестными нестационарными параметрами (2.1) сводится к задаче иден-
тификации неизвестных кусочно-постоянных параметров θ (t). Для решения
этой задачи естественно основываться совместно на подходах, ранее развитых
в [16, 19].
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Зам е ч а ни е 1. Условие i 6 imax <∞ необходимо для формального дока-
зательства утверждения 1 и не является ограничительным для практических
задач.

4. Основной результат

Следуя методу адаптивного управления с гарантией экспоненциальной
устойчивости системами с кусочно-постоянными параметрами [19], для кос-
венной реализации (3.5) сначала получим регрессионное уравнение, связы-
вающие параметры θ (t) с сигналами, вычисляемыми на основе измеряемого
вектора Φ (t). Результат такой параметризации оформим в виде утверждения.

У тв е ржд е ни е 2. На основании состояний устойчивого фильтра
(l > 0) с реинициализацией состояний в момент времени t+i

Φ̇ (t) = −lΦ(t) + ΛT
(
t, t+i

)
Φ (t) , Φ

(
t+i
)
= 02(n+1),

Λ
(
t, t+i

)
=
[
In+1

(
t− t+i

)
In+1

]
∈ R

(n+1)×2(n+1),
(4.1)

процедур нормализации

zn (t) = ns (t) e
T
n [x (t)− lx (t)−A0x (t)] ,

ϕT
n (t) = ns (t)ϕ (t) = ns (t)

[

Φ
T
(t) e−l(t−t+i )

]

,

ns (t) =
1

1 + ϕT (t)ϕ (t)
, x (t) =

[
In×n 0n×(n+2)

]
Φ(t) ,

(4.2)

расширения (σ > 0)

ż (t) = e−σ(t−t+i )ϕn (t) z
T
n (t) , z

(
t+i
)
= 02n+3,(4.3a)

ϕ̇ (t) = e−σ(t−t+i )ϕn (t)ϕ
T
n (t) , ϕ

(
t+i
)
= 0(2n+3)×(2n+3),(4.3b)

смешивания

Y (t) : = adj {ϕ (t)} z (t) , ∆(t) : = det {ϕ (t)} ,(4.4)

исключения

za (t) = Y T (t)La, zb (t) = Y T (t)Lb,

La =
[
In×n 0n×(n+3)

]T ∈ R
(2n+3)×n, Lb =

[
01×n 1 01×(n+2)

]T ∈ R
(2n+3)×1,

(4.5)

подстановки

Y (t) : =
[
∆(t) aTref − za (t) ∆ (t) bref

]T
, M (t) : = zb (t) ,(4.6)

и сглаживания (k > 0)

Υ̇ (t) = −k (Υ (t)−Y (t)) , Υ
(
t+0
)
= 0n+1,(4.7a)

Ω̇ (t) = −k (Ω (t)−M (t)) , Ω
(
t+0
)
= 0,(4.7b)
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имеем возмущенное регрессионное уравнение

Υ(t) = Ω (t) θ (t) + w (t) ,(4.8)

где сигналы Υ(t) , Ω (t) вычисляются по Φ (t) и дополнительно верно:

a) если Φ ∈ PE⇒ ϕn ∈ PE c периодом Ts < T , то найдется Tmin > 0, та-
кое, что для всех 0 < T < Tmin и t > t+0 +Ts верно

0 < ΩLB 6 Ω (t) 6 ΩUB.

b) если i 6 imax <∞, то для всех t > t+0 +Ts верно

‖w (t)‖ 6 w1maxe
−γ1(t−t+

0
−Ts) +w2max (T ) ,

lim
T→0

w2max (T ) = 0.

Доказательство утверждения и определение w (t) приведены в Приложе-
нии.

Параметризация (4.1)–(4.8) использует процедуры, предложенные при ре-
шении задачи адаптивного управления системами с кусочно-постоянными па-
раметрами [19]. Отличие заключается в использовании нестационарной мат-
рицы Λ

(
t, t+i

)
в (4.1) и реинициализация состояний фильтров (4.1) и (4.3) в

известные, а не алгоритмически детектируемые моменты времени.

Кратко поясним назначение используемых процедур. Применение филь-
тра (4.1) позволяет по измеряемым сигналам Φ (t) получить регрессионное
уравнение с измеряемыми регрессором и выходом относительно параметров

ϑ (t) =
[
Θi

T Θ̇T
i eTnx

(
t+i
)]T

, где Θ
(
t+i
)
= Θi, Θ̇

(
t+i
)
= Θ̇i – это значения па-

раметров системы Θ(t) и скорости их изменения в момент времени t+i . Норма-
лизация (4.2) обеспечивает принадлежность пространству L∞ всех используе-
мых в дальнейших процедурах сигналов. Процедуры расширения и смешива-
ния (4.3), (4.4) позволяют преобразовать векторный регрессор ϕn (t) ∈ R

2n+3

в скалярный ∆(t) ∈ R. Исключение (4.5), в силу ∆(t) ∈ R, реализует пере-
ход к отдельному рассмотрению регрессионных уравнений относительно па-
раметров кусочно-постоянной аппроксимации параметров a (t) и b (t). С по-
мощью подстановки (4.6) выражений (4.5) в условие согласованности (см. до-
пущение 2) выполняется переход от уравнений относительно аппроксимаций
параметров системы к уравнениям относительно аппроксимаций θ (t) пара-
метров возмущения. Сглаживание (4.7a), (4.7b) позволяет обеспечить доста-
точную гладкость сигналов Υ(t) и Ω (t).

Имея в распоряжении регрессионное уравнение (4.8), вычисленное исклю-
чительно по измеряемым сигналам Φ (t), можно косвенно реализовать за-
кон (3.5) и гарантировать достижение поставленной цели (2.3).

Те ор ем а 1. Пусть Φ ∈ PE⇒ ϕn ∈ PE c периодом Ts < T , выполнены до-
пущения 1–2, тогда найдется Tmin > 0, такое, что для всех 0 < T < Tmin
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Рис. 2. Структурная схема разработанной адаптивной системы.

закон управления (3.5a) с законом настройки

˙̂
θ (t) = −γ (t) Ω (t)

(

Ω (t) θ̂ (t)−Υ(t)
)

=

= −γ (t)Ω2 (t) θ̃ (t) + γ (t)Ω (t)w (t) , θ̂
(
t+0
)
= θ̂0,

γ (t) =







0, если Ω (t) < ρ ∈ (0, ΩLB] ,
γ1

Ω2 (t)
иначе,

(4.9)

при i 6 imax <∞ для ξ (t) =
[

eTref (t) vecT
(

θ̃ (t)
)]T

гарантирует:

1) ∀t > t+0 ξ (t) ∈ L∞,

2) lim
t→∞

‖ξ (t)‖ 6 ∆ξ (T ) (exp) lim
T→0

∆ξ (T ) = 0.

Доказательство теоремы приведено в Приложении.

Структурная схема полученного алгоритма адаптивного управления си-
стемами с нестационарными неизвестными параметрами (2.1) представлена
на рис. 2.

Таким образом, разработанная система управления состоит из закона
управления (3.5a), закона адаптации (4.9), набора процедур (4.1)–(4.7) обра-
ботки измеряемых сигналов. В отличие от существующих методов адаптив-
ного управления [4–14] предложенный подход не требует какой-либо апри-
орной информации о параметрах системы a (t) и b (t), не использует управ-
ление с cильной обратной связью или большой коэффициент усиления зако-
на идентификации, гарантирует глобальную экспоненциальную сходимость
ошибки ξ (t) к регулируемой с помощью параметра T ограниченной окрест-
ности положения равновесия.

Зам е ч а ни е 2. Особенностью предложенного решения является взаимо-
связь установившейся ошибки ∆ξ (T ), длины интервала разложения в ряд
Тейлора T и периода постоянного возбуждения регрессора Ts. Проблема со-
стоит в невозможности уменьшения параметра T меньше величины перио-
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да возбуждения регрессора Ts. Однако при фиксированном периоде Ts и
минимально возможном T < Tmin, таком что T − Ts > 0, ошибка ξ (t) мо-
жет быть ограничена в неприемлемо большой окрестности положения рав-
новесия ∆ξ (T ). Поэтому для уменьшения установившейся ошибки требуется
прежде всего обеспечить постоянное возбуждение регрессора с достаточно
малым периодом Ts, что на практике может быть достигнуто с помощью вне-
сения в задание r (t) высокочастотного или случайного тестового сигнала.

5. Численное моделирование

В среде Matlab/Simulink выполним моделирование предложенной адап-
тивной системы. Численное интегрирование будем проводить явным методом
Эйлера c постоянным шагом дискретизации τs = 10−3 с.

Рассмотрим систему (2.1) при n = 2. Начальные условия, параметры си-
стемы и эталонной модели (2.2) зададим выражением

x0 =
[
−1 1

]T
, b (t) = 3 + cos (0,4t) sin (0,1t) , aTref (t) =

[
−8 −4

]
,

aT (t) =

[

2 + sin (0,1t) 1 + 5

(

1− e
−1
25 t

)]

, bref = 8.
(5.1)

Сперва удостоверимся в предварительных выводах, сделанных в утвер-
ждении 1. Установим γ1 = 50 в качестве постоянной фильтра (3.5b), а зада-
ние определим как r (t) = 10. На рис. 3 приведено сравнение ошибки e1ref (t)
при различных T .

Полученные результаты подтверждают выводы, сделанные в утвержде-
нии 1. Действительно, уменьшение T приводит к уменьшению установивше-

|e1ref (t)|
2,0

1,5

1,0

0,5

0

0 10 20 30
t, c

40 50

T = 0,25

T = 0,50

T = 0,75

Рис. 3. Переходные процессы по |e1ref (t)| при различных T .
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40 50 22,75 23,25 23,75 24,25 24,75
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Рис. 4. Переходные процессы по регрессорамM(t) и Ω (t).

гося значения ошибки слежения eref (t) при использовании закона управле-
ния (3.5a) с (3.5b). Удостоверившись в справедливости результатов утвержде-
ния 1, перейдем к проверке основного результата.

Параметры фильтров (4.1), (4.3), (4.7) и закона настройки (4.9) установим
в соответствии с выражением

l = 10, σ =
0,05

T
, k = 50, ρ = 10−72, γ1 = 100, T = 0,25,

а задание зададим согласно r (t) = 1 + rd (t) при rd (t) ∼ N
(
0, 10−2

)
. Слу-

чайный сигнал rd (t) добавлен к постоянному единичному заданию с целью
выполнения в замкнутой системе (3.1) условия ϕn ∈ PE.

На рис. 4 в логарифмическом масштабе приведены переходные процессы
по регрессорам M(t) и Ω (t).

Из полученных графиков следует, что несмотря на реинициализацию каж-
дые T секунд состояний фильтров (4.1) и (4.3), регрессор Ω (t) (в отличие
отM(t)) глобально отделен от нуля, начиная с некоторого момента времени,
что подтверждает теоретические выводы, сделанные в части (а) утвержде-
ния 2. Рисунок 4 демонстрирует значение процедуры сглаживания (4.7), ко-
торая, как видно, позволяет, во-первых, усреднить значения регрессораM(t)
на периоде T , а во-вторых, устранить разрывы, вызванные реинициализацией
фильтров (4.1) и (4.3).

На рис. 5 приведены переходные процессы по а) состояниям x (t) при при-
менении закона управления (3.5a) с (3.5b) и c (4.9), б) оценкам θ̂i (t) и смещен-
ным для наглядности истинным параметрам θi (t) + 1, в) управлению (3.5a)
с (4.9).

На рис. 6 приведено сравнение интегральных критериев качества ошибки
слежения eref (t) и параметрической ошибки θ̃ (t) при различных значени-
ях T .

Результаты моделирования иллюстрируют выводы, сделанные в утвер-
ждениях 1, 2 и теореме. Поставленная цель (2.3) выполнена, а установив-
шиеся значения ошибок eref (t) и θ̃ (t) прямо-пропорциональны параметру T .
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Рис. 5. Переходные процессы по (а)–(б) состояниям x (t) при применении за-

кона управления (3.5a) с (3.5b) и c (4.9), (в) оценкам θ̂i (t) и смещенным для
наглядности истинным параметрам θi (t) + 1, (г) управлению (3.5a) с (4.9).
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Рис. 6. Сравнение интегральных критериев качества.

6. Заключение

В работе получено решение задачи слежения линейной нестационарной
системой за линейной стационарной эталонной моделью. Предложено ап-
проксимировать неизвестные нестационарные параметры идеального зако-
на управления кусочно-постоянными параметрами. Для идентификации этих
кусочно-постоянных параметров объединены методы параметрической иден-
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тификации, развитые в [16, 19]. Полученная в результате система адаптивного
управления для достижения цели регулирования требует неисчезающего воз-
буждения регрессора с достаточно малым периодом, но при этом не требует
априорной информации о неизвестных параметрах системы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Доказательство утверждения
разделим на два шага. На первом шаге проанализируем свойства параметри-
ческой ошибки θ̃ (t), а на втором – свойства ошибки слежения eref (t).

Шаг 1. По доказанному в утверждении 1 из [19] при выполнении условия
i 6 imax <∞ для решения дифференциального уравнения

˙̃
θ (t) = −γ1θ̃ (t)− θ̇ (t) , θ̃

(
t+0
)
= θ̂0 − θ

(
t+0
)
,

верна оценка сверху
∥
∥
∥θ̃ (t)

∥
∥
∥ 6 βmaxe

−γ1(t−t+
0 ), βmax > 0,(Π.1)

где θ̇ (t) =
∑i

q=1∆
θ
qδ
(
t− t+q

)
, а δ: [t+0 ;∞)→ {0,∞} – функция Дирака.

Шаг 2. Введем в рассмотрение квадратичную форму

Veref = eTrefPeref+
a20
γ1

e−2γ1(t−t+
0 ), H = blockdiag

{

P ,
a20
γ1

}

,

λmin (H)
︸ ︷︷ ︸

λm

‖eref‖2 6 V (‖eref‖) 6 λmax (H)
︸ ︷︷ ︸

λM

‖eref‖2,
(Π.2)

где eref (t) =
[

eTref (t) e−γ1(t−t+
0 )
]T

, P = PT > 0 является решением при

λmin (Q) > 2 уравнения Ляпунова

AT
refP + PAref = −Q, Q = QT > 0.

Производная квадратичной формы (Π.2) может быть записана в следую-
щем виде:

V̇eref = eTref
(
AT

refP + PAref

)
eref − 2a20e

−2γ1(t−t+
0 ) +

+ 2eTrefPenbθ̃
Tω + 2eTrefPenbδ

T
θ0ω =

= −eTrefQeref − 2a20e
−2γ1(t−t+

0 ) +

+ 2eTrefPenbθ̃
T
(
ωeref + ωr

)
+ 2eTrefPenbδ

T
θ0

(
ωeref + ωr

)
6

6 −λmin (Q) ‖eref‖2 − 2a20e
−2γ1(t−t+

0 ) +

+ 2λmax (P ) bmax‖eref‖2
∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥+ 2λmax (P )ωrbmax ‖eref‖

∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥+

+ 2λmax (P ) bmaxK̇maxT‖eref‖2 + 2λmax (P ) bmaxωrK̇maxT ‖eref‖ ,

(Π.3)
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где

‖ω (t)‖ 6
∥
∥
[
eref (t) 0

]∥
∥

︸ ︷︷ ︸
∥

∥

∥
ωeref

(t)
∥

∥

∥
=‖eref (t)‖

+
∥
∥
[
xref (t) r (t)

]∥
∥

︸ ︷︷ ︸

‖ωr(t)‖ 6 ωr

6 ‖eref (t)‖+ ωr.

Дважды воспользовавшись неравенством Юнга

2λmax (P )ωrbmax ‖eref‖
∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥ 6 ‖eref‖2 + λ2

max (P )ω2
rb

2
max

∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥

2
,

2λmax (P ) bmaxωrK̇maxT ‖eref‖ 6 λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2 + ‖eref‖2,

(Π.4)

можем переписать (Π.3) в следующем виде:

V̇eref 6

[

−λmin (Q) + 2λmax (P ) bmax

(∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥+ K̇maxT

)

+ 2
]

‖eref‖2 −

− 2a20e
−2γ1(t−t+

0 ) + λ2
max (P )ω2

rb
2
max

∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥

2
+ λ2

max (P ) b2maxω
2
rK̇2

maxT
2.

(Π.5)

Поскольку параметрическая ошибка θ̃ (t) экспоненциально сходится к ну-
лю (Π.2), то при λmin (Q) > 2 обязательно найдется момент времени teref > t+0
и постоянные Tmin > 0, a0 > λmax (P )ωrbmaxβmax такие, что для всех t > teref
и 0 < T < Tmin верно

−λmin (Q)+2λmax (P ) bmax

(

βmaxe
−γ1

(

teref −t+
0

)

+ K̇maxT

)

+2=−c1 < 0,

λ2
max (P )ω2

rb
2
maxβ

2
max − 2a20 = −c2 < 0.

(Π.6)

Тогда оценка сверху на производную (Π.5) для всех t > teref может быть
записана в виде

V̇eref 6 −ηerefVeref + λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2,(Π.7)

где

ηeref = min

{
c1

λmax(P )
,
c2γ1
a20

}

.

Решение дифференциального неравенства (Π.7) для всех t > teref позво-
ляет получить

Veref (t) 6 e
−ηeref

(

t−teref

)

Veref

(
teref

)
+

λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2

ηeref
.(Π.8)

Взятие предела по времени от выражения (Π.8) и учет определения Veref

позволяет установить существование предела (2.3), что завершает доказа-
тельство утверждения.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. В силу допущения 2 аналогично
(3.2)–(3.3) с помощью формулы Тейлора (1.3) для параметров Θ(t) запишем
следующее:

Θ(t) = Θ
(
t+i
)
+

δ0(t)
︷ ︸︸ ︷

Θ̇
(
t+i
) (

t− t+i
)
+

t∫

ti

(t− ζ)Θ̈ (ζ) dζ

︸ ︷︷ ︸

δ1(t)

,(Π.9)

где Θ
(
t+i
)
= Θi, Θ̇

(
t+i
)
= Θ̇i – значение параметров системы Θ(t) и скоро-

сти их изменения в момент времени t+i , ‖δ1 (t)‖ 6 0,5Θ̈maxT
2 – ограниченный

остаточный член первого порядка (p = 1), ‖δ0 (t)‖ 6 Θ̇maxT – ограниченный
остаточный член нулевого порядка (p = 0).

Запишем (Π.9) в матричной форме

Θ(t) = Λ
(
t, t+i

)
ϑ (t) + δ1(t),(Π.10)

где

ϑ (t) =
[
Θi

T Θ̇T
i

]T ∈ R
2(n+1).

Подстановка (Π.10) в уравнение системы (2.1) позволяет получить

ẋ (t) = A0x+ en
(
ΦT (t)Λ

(
t, t+i

)
ϑ (t) + ΦT (t) δ1 (t)

)
.(Π.11)

Продифференцируем x (t)− lx (t)

ẋ (t)− lẋ (t) = −l (x (t)− lx (t)) +

+A0x+ en
(
ΦT (t) Λ

(
t, t+i

)
ϑ (t) + ΦT (t) δ1 (t)

)
.

(Π.12)

Решив дифференциальное уравнение (Π.12), имеем

x (t)− lx (t) = e−l(t−t+i )x (ti)+A0x (t)+

t∫

t+i

e−l(t−τ )enΦ
T (τ)Λ

(
τ, t+i

)
ϑ (τ) dτ+

+

t∫

t+i

e−l(t−τ)enΦ
T (τ) δ1 (τ) dτ =(Π.13)

= A0x (t) + enϕ (t)ϑ (t) + en

t∫

t+i

e−l(t−τ )ΦT (τ) δ1 (τ) dτ

︸ ︷︷ ︸

ε0(t)

,
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где ϑ (t) =
[
ϑT (t) eTnx

(
t+i
)]T ∈ R

2n+3, а третье равенство не нарушается, по-
скольку реинициализация состояний фильтра (4.1) и изменение параметров
происходит синхронно в известный момент времени t+i , то есть ϑ (t) = const
для всех t ∈

[
t+i , t

+
i + T

)
.

Подставив (Π.13) в (4.2), имеем

zn (t) = ns (t) e
T
n [x (t)− lx (t)−A0x (t)] = ϕT

n (t)ϑ (t) + ε0 (t) ,(Π.14)

где zn (t) ∈ R, ϕn (t) ∈ R
2n+3 и возмущение ε0 (t) ∈ R ограниченно следующим

образом (см. определения Φ (t) и ϕn (t)):

‖ε0 (t)‖ =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

ns (t)

t∫

t+i

e−l(t−τ)ΦT (τ) δ1 (τ) dτ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

6
∥
∥ϕT

n (t)
∥
∥ 0,5Θ̈maxT

2.(Π.15)

Благодаря домножению на коэффициент ns (t) в регрессионном уравне-
нии (Π.14) регрессор ϕT

n (t), регрессионная функция zn (t) и возмущение ε0 (t)
ограничены. Кроме того, согласно оценке сверху (Π.15) возмущение ε0 (t) мо-
жет быть уменьшено с помощью уменьшения параметра T . Поэтому далее
при учете распространения этого возмущения в параметризации будем ис-
пользовать определение ε0 (t) : = ε0 (t, T ) и подразумевать, что любое воз-
мущение, полученное обработкой ε0 (t, T ), также может быть уменьшено с
помощью уменьшения T .

Использовав (4.3) и умножив z (t) на adj {ϕ (t)}, имеем (коммутативность
фильтра (4.3a) не нарушается, поскольку его реинициализация и изменение
параметров происходит синхронно в известный момент времени t+i , то есть
ϑ (t) = const для всех t ∈

[
t+i , t

+
i + T

)
)

Y (t) : = adj {ϕ (t)} z (t) = ∆ (t)ϑ (t) + ε1 (t, T ) ,

adj {ϕ (t)}ϕ (t) = det {ϕ (t)} I2(n+1)+1 = ∆(t) I2(n+1)+1,

ε1 (t, T ) = adj {ϕ (t)}
t∫

t+i

e−σ(τ−t+i )ϕn (τ) ε0 (τ , T ) dτ,

(Π.16)

где Y (t) ∈ R
2n+3, ∆(t) ∈ R, ε1 (t, T ) ∈ R

2n+3.

В силу ∆(t) ∈ R исключение (4.5) позволяет из (Π.16) записать

za (t) = Y T (t)La = ∆(t)ϑT
a (t) + εT1 (t, T )La,

zb (t) = Y T (t)Lb = ∆(t)ϑb (t) + εT1 (t, T )Lb,
(Π.17)

где za (t) ∈ R
1×n, zb (t) ∈ R, а ϑa (t) , ϑb (t) – первые приближения параметров

a (t) и b (t) соответственно (составляющие вектора Θi).

103



При выполнении допущения 2, по определению сигнала K (t) первые при-
ближения θx (t) и θr (t) параметров kx (t) и kr (t) соответственно удовлетво-
ряют уравнениям

aTref − ϑT
a (t) = ϑb (t) θx (t) , bref = ϑb (t) θr (t) ,(Π.18)

где θ (t) =
[
θx (t) θr (t)

]T
.

Умножим каждое уравнение из (Π.18) на ∆(t). Подставив в результат
умножения уравнения (Π.17) и объединив полученные выражения, имеем
уравнение (4.6)

Y (t) =M (t) θ (t) + d (t, T ) ,

Y (t) : =
[
∆(t) aTref − za (t) ∆ (t) bref

]T
,

M (t) : = zb (t) ,

d (t, T ) : = −
[
εT1 (t, T )La + εT1 (t, T )Lbθr (t) εT1 (t, T )Lbθr (t)

]T
,

(Π.19)

где Y (t) ∈ R
n+1, M (t) ∈ R, d (t, T ) ∈ R

n+1.

С учетом (Π.19) для решения уравнения (4.7a) имеет место соотношение

Υ(t) =

t∫

t+
0

e

τ
∫

t
kdτ
M (τ) θ (τ) dτ +

t∫

t+
0

e

τ
∫

t
kdτ

d (τ, T ) dτ ± Ω (t) θ (t) =

= Ω (t) θ (t) + w (t) ,

(Π.20)

где

w (t) = Υ (t)− Ω (t) θ (t) .

Выражение (Π.20) завершает доказательство возможности получения
уравнения (4.8) с помощью процедур (4.1)–(4.7).

Для доказательства части (а) представим регрессор Ω (t) в следующем
виде:

Ω (t) = Ω1 (t) + Ω2 (t) ,

Ω̇1 (t) = −k (Ω1 (t)−∆(t)ϑb (t)) , Ω1

(
t+0
)
= 0,

Ω̇2 (t) = −k
(
Ω2 (t)− εT1 (t, T )Lb

)
, Ω2

(
t+0
)
= 0.

(Π.21)

Поскольку k > 0, а возмущение ε1 (t, T ) ограничено, то Ω2 (t) ограничено
причем для всех t > t+0 верно неравенство

|Ω2 (t)| 6 Ω2max (T ) ,(Π.22)

а для оценки сверху существует предел limT→0Ω2max (T ) = 0, так как величи-
на ε1 (t, T ), в соответствии с (Π.15)–(Π.19), может быть произвольно умень-
шена с помощью уменьшения T .
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Перейдем к анализу составляющей Ω1 (t). Запишем для всех t ∈
∈
[
t+i + Ts, t

+
i+1

)
решение первого дифференциального уравнения из (Π.21)

Ω1 (t) = φ
(
t, t+i + Ts

)
Ω1

(
t+i + Ts

)
+

t∫

t+i +Ts

φ (t, τ )∆ (τ)ϑb (τ)dτ,(Π.23)

где

φ (t, τ) = e
−

t
∫

τ
kdτ

.

Получим оценки сверху на сигнал Ω1 (t) на рассматриваемом промежутке.
Для этого необходимо оценить ∆(t), что в свою очередь требует оценки ϕ (t).

Поскольку по условию утверждения ϕn ∈ PE c Ts < T , то ϕn ∈ FE на
[
t+i , t

+
i + Ts

]
(проверяется подстановкой t = t+i в (1.2)). Тогда для всех

t ∈
[
t+i + Ts, t

+
i+1

)
верна оценка снизу на регрессор ϕ (t)

ϕ (t) =

t∫

t+i

e−σ(τ−t+i )ϕn (τ)ϕ
T
n (τ) dτ >

t+i +Ts∫

t+i

e−σ(τ−t+i )ϕn (τ)ϕ
T
n (τ) dτ >

> e−σ(t+i+1
−t+i )

t+i +Ts∫

t+i

ϕn (τ)ϕ
T
n (τ) dτ > αe−σ(t+i+1

−t+i )In+1.

(Π.24)

С другой стороны, так как ‖ϕn (t)‖2 6 ϕmax
n , то существует оценка сверху

ϕ (t) 6 ϕmax
n

t∫

t+i

e−σ(τ−t+i )dτ 6 ϕmax
n

1− e−σ(t−t+i )

σ
6 σ−1ϕmax

n ,(Π.25)

а значит для всех t ∈
[
t+i + Ts, t

+
i+1

)
верно ∆UB > ∆(t) > ∆LB > 0.

Тогда для произведения ∆(t)ϑb (t), с учетом того, что по допущениям 1 и 2
bmax > |b (t)|> bmin > 0, а ϑb (t) есть первое приближение коэффициента b (t),
оказывается верно

∀t ∈
[
t+i +Ts, t

+
i+1

)
∆UBbmax > |∆(t)ϑb (t)| > ∆LBbmin > 0.(Π.26)

Используя (Π.21) и (Π.26), учитывая 0 6 φ (t, τ) 6 1, имеем оценки на Ω1(t)

∀t ∈
[
t+0 , t

+
0 + Ts

]
Ω1 (t)≡ 0,

∀i > 1 ∀t ∈
[
t+i +Ts, t

+
i+1

]
Ω1

(
t+i +Ts

)
+
(
t+i+1 − t+i − Ts

)
∆UBbmax >(Π.27)

> Ω1 (t) > φ
(
t+i+1, t

+
i +Ts

) (
Ω1

(
t+i +Ts

)
+
(
t+i+1 − t+i − Ts

)
∆LBbmin

)
> 0,
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откуда получим

∀t > t0+Ts Ω1max > Ω1 (t) > Ω1min > 0,(Π.28)

Ω1max = min
∀i>1

{
φ
(
t+i+1, t

+
i + Ts

) (
Ω1

(
t+i + Ts

)
+
(
t+i+1 − t+i − Ts

)
∆LBbmin

)}
,

Ω1min = max
∀i>1

{
Ω1

(
t+i + Ts

)
+
(
t+i+1 − t+i − Ts

)
∆UBbmax

}
.

Тогда, с помощью (Π.28) и (Π.23), можем записать оценку на регрессор Ω(t)

∀t > t0+Ts Ω1max +Ω2max (T ) > |Ω (t)| > Ω1min − Ω2max (T ) ,(Π.29)

а значит в силу предельного равенства limT→0Ω2max (T ) = 0, найдется
Tmin > 0 такое, что для всех 0 < T < Tmin и t > t0+Ts выполняется неравен-
ство

ΩUB > Ω (t) > ΩLB > 0,(Π.30)

что и требовалось доказать в части (а).

Для доказательства части (б) продифференцируем возмущение w (t) в си-
лу (Π.20) и (4.7)

ẇ (t) = Υ̇ (t)− Ω̇ (t) θ (t)− Ω (t) θ̇ (t) =(Π.31)

= −k (Υ (t)− Y (t)) + k (Ω (t)−M (t)) θ (t)− Ω (t) θ̇ (t) =

= −k (Υ (t)−M (t) θ (t)− d (t, T )) + k (Ω (t)−M (t)) θ (t)−Ω (t) θ̇ (t) =

= −k (Υ (t)− Ω (t) θ (t))−Ω (t) θ̇ (t) + kd (t, T ) =

= −kw (t)− Ω (t) θ̇ (t) + kd (t, T ) , w
(
t+0
)
= 0n+1.

Решение дифференциального уравнения (Π.31) может быть представлено
следующим образом:

w (t) = w1 (t) + w2 (t) ,

ẇ1 (t) = −kw1 (t)− Ω (t) θ̇ (t) , w1

(
t+0
)
= 0n+1,

ẇ2 (t) = −kw2 (t) + kd (t, T ) , w2

(
t+0
)
= 0n+1.

(Π.32)

Для первого дифференциального уравнения из (Π.32) в утверждении 2
работы [19] доказано (с точностью до обозначений) выполнение неравенства

‖w1 (t)‖ 6 w1maxφ
(
t, t+0 + Ts

)
,(Π.33)

при i 6 imax <∞.

Поскольку k > 0, а возмущение d (t, T ) ограничено, то w2 (t) также огра-
ничено, а следовательно верно неравенство

‖w2 (t)‖ 6 w2max (T ) ,(Π.34)
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где предел limT→0w2max (T ) = 0 справедлив, поскольку вход второго диф-
ференциального уравнения из (Π.32) зависит исключительно от величи-
ны d (t, T ), которая, в свою очередь, в соответствии с (Π.15)–(Π.19), может
быть произвольно уменьшена с помощью уменьшения T . Объединение на ос-
новании (Π.32) неравенств (Π.33) и (Π.34) завершает доказательство утвер-
ждения.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство теоремы проведем ана-
логично доказательству утверждения 1.

Шаг 1. Для всех t > t+0 + Ts решение дифференциального уравнения (4.9)
принимает вид

θ̃ (t) = φ
(
t, t+0 + Ts

)
θ̃
(
t+0 + Ts

)
+

t∫

t+
0
+Ts

φ (t, τ)
γ1w (τ)

Ω (τ)
dτ −

−
t∫

t+
0
+Ts

φ (t, τ)

i∑

q=1

∆θ
qδ
(
τ − t+q

)
dτ,

(Π.35)

где

φ (t, τ) = e
−

t
∫

τ
γ1dτ

.

Тогда, следуя доказательству теоремы 1 из [19], при i 6 imax <∞ возмож-
но показать следующую ограниченность параметрической ошибки (Π.35):

∥
∥
∥θ̃ (t)

∥
∥
∥6 βmaxe

− γ1
2 (t−t+

0
−T0)+

γ1w1max

ΩLB

t∫

t+
0
+Ts

φ (t, τ)φ
(
τ, t+0 +Ts

)
dτ +

+
γ1w2max (T )

ΩLB

t∫

t+
0
+Ts

φ (t, τ) dτ 6

6

(

βmax +
2w1max

ΩLB

)

e−
γ1
2

(
t− t+0 − T0

)
+

γ1w2max (T )

ΩLB
.

(Π.36)

Шаг 2. Введем для всех t > t+0 + Ts в рассмотрение следующую квадра-
тичную форму:

Veref = eTrefPeref +
4a20
γ1

e−
γ1
2 (t−t+

0
−Ts), H = blockdiag

{

P ,
4a20
γ1

}

,

λmin (H)
︸ ︷︷ ︸

λm

‖eref‖2 6 V (‖eref‖) 6 λmax (H)
︸ ︷︷ ︸

λM

‖eref‖2,

eref (t) =
[

eTref (t) e−
γ1
4

(
t− t+0 − Ts

)
]T

.

(Π.37)
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Аналогично доказательству утверждения 1 производная (Π.37) может
быть записана в виде

V̇eref 6

[

−λmin (Q) + 2λmax (P ) bmax

(∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥+ K̇maxT

)

+ 2
]

‖eref‖2 +

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
max

∥
∥
∥θ̃
∥
∥
∥

2
+ λ2

max (P ) b2maxω
2
rK̇2

maxT
2 − 2a20e

− γ1
2 (t−t+

0
−Ts).

(Π.38)

Поскольку параметрическая ошибка θ̃ (t) для всех t > t+0 + Ts удовлетво-
ряет неравенству (Π.36), то оценка сверху на (Π.38) с учетом

∥
∥
∥θ̃ (t)

∥
∥
∥

2
6

(

βmax +
2w1max

ΩLB

)2

e−γ1(t−t+
0
−T0) +

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+

+ 2

(

βmax +
2w1max

ΩLB

)
γ1w2max (T )

ΩLB
e−

γ1
2 (t−t+

0
−T0) 6

6

(

βmax +
2w1max

ΩLB

)(

βmax +
2 (w1max + γ1w2max (T ))

ΩLB

)

e−
γ1
2 (t−t+

0
−T0) +

+

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

= βmaxe
− γ1

2 (t−t+
0
−T0) +

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

может быть записана в следующем виде:

V̇eref 6

[

−λmin (Q) + 2 + 2λmax (P ) bmax ×(Π.39)

×
((

βmax +
2w1max

ΩLB

)

e−
γ1
2 (t−t+

0
−Ts) +

γ1w2max (T )

ΩLB
+ K̇maxT

)]

‖eref‖2+

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
maxβmaxe

− γ1
2 (t−t+

0
−Ts) + λ2

max (P )ω2
rb

2
max

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
maxK̇2

maxT
2 − 2a20e

− γ1
2
(t−t+

0
−Ts).

Обязательно найдется момент времени teref > t+0 + Ts и постоянные T → 0,

a0 > λmax (P )ωrbmaxβ
1

2

max, такие что для всех t > teref верно

−λmin (Q) + 2 + 2λmax (P ) bmax

((

βmax +
2w1max

ΩLB

)

e
− γ1

2

(

teref−t+
0
−Ts

)

+

+
γ1w2max (T )

ΩLB
+ K̇maxT

)

= −c1 < 0,(Π.40)

λ2
max (P )ω2

rb
2
maxβmax − 2a20 = −c2 < 0.
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Тогда оценка сверху на производную (Π.39) для всех t > teref может быть
записана в виде

V̇eref 6 −ηerefVeref + λ2
max (P )ω2

rb
2
max

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
maxK̇2

maxT
2,

(Π.41)

где

ηeref = min

{
c1

λmax(P )
,
c2γ1
4a20

}

.

Решение дифференциального неравенства (Π.7) для всех t > teref позво-
ляет получить

Veref (t) 6 e
−ηeref

(

t−teref

)

Veref

(
teref

)
+(Π.42)

+
1

ηeref

(

λ2
max (P )ω2

rb
2
max

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+ λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2

)

,

что завершает доказательство (ii) части теоремы.

Шаг 3. По доказанному соответственно в (Π.36) и (Π.42) ошибка θ̃ (t) огра-
ничена для всех t > t+0 + Ts, а ошибка eref (t) – для всех t > teref . Тогда для

доказательства части (i) осталось доказать ограниченность θ̃ (t) на проме-
жутке

[
t+0 , t

+
0 + Ts

)
, а eref (t) соответственно – на

[
t+0 , teref

)
.

В консервативном случае на
[
t+0 , t

+
0 + Ts

)
выполняется неравенство

Ω (t) 6 ΩLB, откуда в силу
˙̃
θ (t) = 0n+1 при выполнении допущения 1 следует

ограниченность параметрической ошибки θ̃ (t) = θ̂
(
t+0
)
− θ (t) на

[
t+0 , t

+
0 + Ts

)

и, как следствие, для всех t > t+0 .

На промежутке
[
t+0 , teref

)
с учетом обозначений из (Π.3), (Π.18) уравнение

в отклонениях (3.1) может быть записано в следующем виде:

ėref (t) =
(

Aref + enb (t)
(

θ̂x (t)− kx (t)
))

eref (t) +

+ enb (t)
(

θ̂T (t)−KT (t)
)

ωr (t) ,

что в силу доказанной ограниченности θ̃ (t) для всех t > t+0 и выполнении
допущений 1 и 2 позволяет с помощью результатов Теоремы 3.2 из [20] сделать
вывод об 1) ограниченности eref (t) на

[
t+0 , teref

)
, 2) ξ (t) ∈ L∞ для всех t > t+0 .
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДОПУСТИМЫХ И ПРЕДЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ
РАБОТЫ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ1

Статья посвящена анализу области допустимых режимов энергетиче-
ских систем. Рассматриваются задачи вычисления допустимых и предель-
ных режимов энергосистем, анализа геометрии области допустимых ре-
жимов и генерирования точек в этой области. Проводятся параллели с
работами Б.Т. Поляка по анализу образа квадратичного отображения,
модификации метода Ньютона и развитию методов генерации асимпто-
тически равномерных выборок в областях со сложной геометрией. Особое
внимание уделено методу Ньютона с условием трансверсальности и его
применению для построения процедуры граничного оракула и генерации
с его помощью точек в области допустимых режимов.

Ключевые слова: область допустимых режимов энергосистемы, уравне-
ния установившегося режима, образ квадратичного отображения, метод
Ньютона, сэмплирование.
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1. Введение

Развитие теории, моделей и методов расчета оптимальных и предельных
режимов работы энергосистемы не теряет актуальности ввиду широкого рас-
пространения распределенных возобновляемых источников энергии, измене-
ния паттернов потребления электрической энергии и цифровой трансфор-
мации энергетической отрасли. Управление современными энергосистемами
требует быстрых и надежных методов оценки запасов статической устойчи-
вости, которые характеризуются расстоянием до границы допустимой обла-
сти. Кроме того, нарастающее распространение распределенных возобновляе-
мых источников энергии побуждает пересмотреть критерии оптимальности
режимов работы сети, что сдвигает часто эксплуатируемые режимы ближе
к границе. Общим во многих задачах энергетики является понятие области
допустимых режимов энергосистемы – область в многомерном пространстве
узловых мощностей (правых частей уравнений установившегося режима), та-
ких что эта система уравнений имеет хотя бы одно вещественное решение.

Далее во введении проиллюстрирована связь задач по исследованию допу-
стимых и предельных режимов работы энергосистемы с образом квадратич-
ного отображения, D-разбиением, методом Ньютона и его модификациями,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№22-19-00773).
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а также методами генерации асимптотически равномерных выборок в обла-
стях со сложной геометрией.

1.1. Образ квадратичного отображения

Система уравнений установившегося режима (далее УУР) представля-
ет собой представление законов Ома и Кирхгофа, связывающих значения
напряжений и мощностей в узлах энергосистемы (1)–(2). Нетрудно заме-
тить, что эти уравнения квадратичны относительно переменной V . В работах
Б.Т. Поляка [1, 2] предложены достаточные условия выпуклости образа квад-
ратичного отображения f : Rn → R

m при m = 2, 3, а позднее в [3] предложен
рандомизированный подход к сертификации невыпуклости образа квадра-
тичных отображений.

Действительно, область допустимых режимов энергосистемы имеет весь-
ма причудливую форму, причем это проявляется для весьма низкоразмер-
ных систем, состоящих из трех–пяти узлов. На рис. 1 представлено сечение
области допустимых режимов системы из трех узлов. В настоящем случае
область выпукла, однако в [4] показано, что при изменении вектора правой
части сечение станет невыпуклым.

Примеры более экзотических форм области допустимых режимов можно
найти в [5], одно из таких сечений для системы из пяти узлов представлено
на рис. 2.

Глядя на рис. 1–2, нетрудно заметить сложную внутреннюю структуру об-
ласти допустимых режимов. В силу нелинейности системы УУР существуют
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Рис. 1. Выпуклая область допустимых режимов из [4].
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Рис. 2. Невыпуклая область допустимых режимов из [5].

внутренние бифуркационные кривые, переход через которые соответствует
либо изменению количества решений, либо исчезновению решений, а следова-
тельно и допустимого режима системы. Эти уравнения могут иметь несколь-
ко изолированных решений, представляющих либо устойчивое, либо неустой-
чивое равновесие динамической модели энергосистемы. Наличие нескольких
решений ранее игнорировалась исследователями, их усилия были в основ-
ном сосредоточены на выявлении только одного вещественного решения УУР,
а не на всех изолированных решениях. Работа [6] по-видимому является пер-
вой, где исследован феномен кратности решений УУР и предложен способ
построения всех критических точек области допустимых режимов. Под кри-
тическими точками понимаются точки бифуркационных кривых, пересече-
ние которых меняет количество решений системы УУР. Подобный анализ
допустимой области идейно близок развитому в работах Б.Т. Поляка методу
D-разбиения [7, 8]. Кривая D-разбиения делит пространство параметров на
области с различным количеством устойчивых корней характеристического
полинома линейной динамической системы, а бифуркационная кривая (по-
верхность в пространствах более высокой размерности) разделяет области
с различным количеством решений в области допустимых режимов энерго-
системы.

1.2. Роль метода Ньютона

Традиционно для расчета установившегося режима используется класси-
ческий метод Ньютона. Ввод дополнительных переменных, характеризую-
щих запасы устойчивости, делает систему недоопределенной. В этом случае
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задача расчета режимов оказывается в контексте работ Б.Т. Поляка [9, 10].
Одним из наиболее перспективных методов для быстрого расчета режимов
близких к предельным является метод Ньютона с условием трансверсально-
сти (TENR, Transversality Enforced Newton-Raphson) [11], где помимо допол-
нительной переменной добавляется условие вырожденности матрицы Якоби.

Метод TENR концептуально подобен, но математически отличается от
традиционных методов, базирующихся на стандартном методе Ньютона.
В TENR стандартная система УУР дополняется условием трансверсально-
сти. Это ограничение регуляризует исходно вырожденную систему в пре-
дельной точке и обеспечивает сходимость алгоритма Ньютона. В дополне-
ние, TENR позволяет при расчете установившегося режима учитывать лю-
бые технические ограничения, которые могут быть представлены как в виде
равенств, так и неравенств. С вычислительной точки зрения ключевым пре-
имуществом TENR является простая форма записи условий трансверсально-
сти, которая не требует явного отслеживания и инициализации нулевых соб-
ственных векторов якобиана. Это упрощение приводит к меньшему размеру
системы нелинейных уравнений, а также позволяет упростить инициализа-
цию алгоритма.

Метод TENR обладает рядом преимуществ: алгоритм численно устойчив
в непосредственной близости к границе, а также на границе устойчивости;
слабо зависит от начального приближения; реализована декомпозиция мат-
рицы Якоби по сингулярным числам, которая позволяет провести анализ чув-
ствительности энергосистемы и выявить наиболее «эффективные узлы» для
применения управляющих воздействий. На основе TENR можно решать за-
дачи оценки максимально допустимой передачи электроэнергии [12], а так-
же онлайн-оценки запасов устойчивости по напряжению [13]. Работа метода
протестирована на ряде базовых тестовых энергосистем IEEE и модели энер-
госистемы Дальнего Востока России [14].

1.3. Генерирование параметров допустимых режимов

Знание геометрии области допустимых режимов энергосистемы и ее грани-
цы позволяет быстро оценивать запасы устойчивости, вычислять оптималь-
ные воздействия в задаче противоаварийного управления. Сложность задачи
обеспечения надежной и безопасной работы энергосистем в режиме реально-
го времени постоянно нарастает, поскольку текущий режим быстро меняется
из-за неопределенностей, связанных с увеличением доли возобновляемой ге-
нерации, менее предсказуемыми нагрузками и различными непредвиденны-
ми обстоятельствами. Следовательно, во избежание любого нежелательно-
го поведения системы или крупномасштабного отключения электроэнергии,
требуется оценка запасов устойчивости по напряжению в режиме реального
времени. Такая оценка не только сложна, но и требует значительных вы-
числительных ресурсов, в основном из-за постоянно меняющегося состояния
сети. Как на этапе планирования режимов работы, так и на этапе эксплуата-
ции сети, ее безопасная работа требует устойчивости по напряжению, которая
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заключается в способности энергосистемы поддерживать приемлемые уровни
напряжения на всех шинах после воздействия помех [15].

Современные энергосистемы более уязвимы с точки зрения устойчивости,
поскольку функционируют вблизи границы допустимой области. В электри-
ческих сетях возникает неустойчивость по напряжению, когда режим работы
приближается к точке коллапса или к точке седло-узловой бифуркации, после
чего исчезает вещественное решение уравнений установившегося режима или
меняется число решений системы уравнений установившегося режима. Уточ-
нить представление об области допустимых режимов можно посредством сэм-
плирования, т.е. генерации параметров допустимых режимов. Такие наборы
параметров также полезны для настройки алгоритмов машинного обучения.
Одним из направлений исследования Поляка Б.Т. было развитие методов
генерации асимптотически равномерно распределенных выборок в сложных
областях [16, 17].

В настоящей статье представлено подробное описание метода TENR, как
наиболее эффективного метода для расчета предельных режимов энергоси-
стемы, а также показано, как использовать TENR для построения процедуры
граничного оракула, чтобы с его помощью генерировать точки в области до-
пустимых режимов.

Статья организована следующим образом: в разделе 2 представлена фор-
мальная постановка задачи. В разделе 3 содержится описание метода TENR
и обсуждается стратегия выбора оптимального размера шага при его реа-
лизации. Раздел 4 посвящен задаче генерирования точек в области допусти-
мых режимов энергосистемы. В разделе 5 приведены численные примеры,
иллюстрирующие эффективность метода TENR как для рассчета предель-
ных режимов (граничных точек области допустимых значений), так и для
генерации точек.

2. Постановка задачи

Поиск предельного режима работы энергетической системы тесно связан
с расчетом режима. Режим – состояние энергосистемы, которое может быть
охарактеризовано количественными показателями: мощность, напряжение,
ток, углы сдвига векторов ЭДС и другие. Различают переходные и устано-
вившиеся режимы в зависимости от скорости их изменения. Установившийся
режим – режим, в котором параметры сохраняют свои значения на рассмат-
риваемом промежутке времени или изменяются относительно медленно [18].
Поскольку режим обладает количественными характеристиками, его можно
рассчитать и оценить. Расчет установившегося режима (расчет потокорас-
пределения) – это определение всех параметров установившегося режима при
известных параметрах системы (схемы соединения элементов, сопротивление
линий и т.д.) и некоторых задаваемых параметрах режима [19]. Совокупность
уравнений, сформированных на основе схем замещения энергосистемы, а так-
же законов Ома и Кирхгофа есть не что иное, как математическая модель
установившихся режимов энергосистем.
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В теории электрических систем существует большое количество возмож-
ных математических моделей, каждая из которых обладает как положитель-
ными, так и отрицательными характеристиками. В настоящей работе в каче-
стве модели использована система УУР в форме баланса мощностей, пред-
ставленная в прямоугольной системе координат. Напряжение запишем в виде
комплексной величины: V̂i = V r

i + jV m
i ∈ C. Gij и Bij – действительные и

мнимые части комплексного значения проводимости Ŷij = Gij + jBij ∈ C.
Система состоит из n узлов, где N = {1, 2, . . . , n} – множество узлов, за ис-
ключением балансирующего (базисного) узла S; множество PQ-узлов (нагру-
зочных узлов) обозначим как L; множество PV-узлов (генераторных узлов)
обозначим как G. Для каждого i ∈ N , значения узловой активной мощности
могут быть вычислены следующим образом [18, 20, 21]:

n∑

k=1

{

V r
i (GikV

r
k −BikV

m
k ) + V m

i (GikV
m
k +BikV

r
k )
}

=

= Pi(x)− λ(Pgen,i − Pload,i),

(1)

где вектор x ∈ R
n – набор неизвестных (величина напряжений и фазовых

углов узлов для каждого узла системы). Аналогичным образом для каждого
i ∈ L запишем уравнение узловой реактивной мощности:

n∑

k=1

{

V m
i (GikV

r
k −BikV

m
k )− V r

i (GikV
m
k +BikV

r
k )
}

=

= Qi(x)− λ(Qgen,i −Qload,i).

(2)

Подстрочные индексы «gen» и «load» обозначают уровень генерации и на-
грузки в узлах соответственно. В свою очередь, λ – коэффициент, с помощью
которого режим «утяжеляется», т.е. нагрузки постепенно увеличиваются, при
λ = λmax система находится в предельном режиме. В отличие от представ-
ления в полярных координатах, формулировка в декартовых координатах
требует включения дополнительного набора уравнений, которые учитывают
ограничения на напряжения в PV-узлах. Таким образом, для каждого i ∈ G

(V r
i )

2 + (V m
i )2 − |V̂i|2ref = 0,(3)

где |V̂i|ref модуль установленного значения напряжения на шине.

Стандартная система уравнений установившегося режима в общем виде
может быть записана следующим образом:

F(x, λ) = 0,(4)

где F представляет собой k нелинейных уравнений, включающих в себя как
уравнения небалансов мощности (например, в виде (1), (2)), так и различные
технологические ограничения, представленные в виде равенств; λ – коэф-
фициент утяжеления режима, который характеризует близость системы к
границе разрешимости уравнений установившегося режима.
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Задача поиска предельного режима сводится к нахождению λmax, что ре-
шение системы (4) существует при всех 0 6 λ 6 λmax, но при λ > λmax – не
существует.

С математической точки зрения, поиск предельного режима — это решение
системы уравнений (4) при условии, что матрица Якоби вырождена:

g(x) = det ∇xF(x, λ) = 0.(5)

Из чего следует, что для поиска предельного режима (границы устойчиво-
сти) необходимо совместно решить систему уравнений (4), дополнительную
условием, которое учитывает вырожденность матрицы Якоби (5).

3. Метод Ньютона–Рафсона с условием трансверсальности

Для решения системы УУР необходимо применять численные итерацион-
ные методы, которые предполагают улучшение приближения исходных пере-
менных на каждой итерации. Один из наиболее распространенных и доступ-
ных методов – метод Ньютона–Рафсона.

Следует отметить, что классический метод Ньютона–Рафсона имеет ряд
негативных особенностей, среди которых следует отметить: зависимость схо-
димости от выбранных начальных условий, а также плохая сходимость ме-
тода на границе существования режима или в непосредственной близости к
ней. Причина этого – плохая обусловленность матрицы Якоби. Таким обра-
зом, стандартный метод Ньютона дает заведомо заниженную оценку запаса
статической устойчивости энергосистемы. В случае, если численный метод
будет устойчив на границе существования режима, расстояние до предельно-
го режима может быть получено более точно.

Существует метод, в котором решены указанные проблемы – метод TENR.

При анализе предельного режима, когда λ достигает максимального зна-
чения λmax, матрица Якоби системы УУР становится вырожденной. В этих
обстоятельствах шаг вычисления по методу Ньютона J−1F(x) увеличивается,
что делает классический метод численно неустойчивым. В результате метод
может не сойтись или потребовать слишком много итераций для получения
результата. В методе TENR к базовой системе уравнений добавлено условие,
учитывающее вырождение матрицы Якоби на границе ПР, λ при этом также
рассматривается как переменная. Таким образом, области решений исходной
и дополненной систем уравнений совпадают.

В рамках метода TENR, условие, учитывающее вырожденность Якоби-
на на границе устойчивости, принято называть условием трансверсальности.
Доступно большое количество возможных вариаций записи условия g(x), ко-
торые представлены в [11]. Наименее затратный (с точки зрения вычисли-
тельного времени) способ основан на сингулярном разложении.
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В общем виде система уравнений для поиска предельных режимов может
быть записана

F (x, λ) = 0

g(x) = 0.
(6)

Численно система (6) может быть решена с помощью стандартного ме-
тода Ньютона. Линеаризация системы уравнений с помощью ряда Тейлора
первого порядка в пространстве x и λ

[
F
g

]

+

(

∇xF ∇λF
(∇xg)

⊤ 0

)[

∆x

∆λ

]

=

[
0
0

]

.(7)

При использовании метода TENR в расчетах участвует так называемая
расширенная матрица Якоби J (x, λ):

J (x, λ) =
(

∇xF ∇λF
(∇xg)

⊤ 0

)

.(8)

Приращения неизвестных ∆x,∆λ определим следующим образом:

[
∆x
∆λ

]

= −
(

∇xF ∇λF
(∇xg)

⊤ 0

)−1 [
F
g

]

.(9)

Используя найденные приращения переменных, определим значения пе-
ременных на следующем шаге следующим образом:

N (x, λ) :=

[
x
λ

]

− α





(

∇xF ∇λF
(∇xg)

⊤ 0

)−1 [
F
g

]


 .(10)

Параметр α определяет размер шага в методе Ньютона, который необхо-
димо выбирать достаточно малым. Расчет производится итеративно до тех
пор, пока не будет достигнут установленный критерий сходимости:

‖N (κ)(x, λ)−N (κ−1)(x, λ)‖ 6 ǫ, κ = 1, 2, . . . ,(11)

где индекс κ – счетчик итераций, ǫ – желаемая точность расчета.

Метод Ньютона обладает квадратичной сходимостью в случае, если ис-
ходная расчетная точка выбрана в непосредственной близости к действи-
тельному решению. Однако возможен случай, когда метод Ньютона требует
неадекватно большое количество итераций для сходимости. Для предотвра-
щения таких ситуаций необходимо оптимальным образом выбирать размер
шага ньютоновской итерации. Методология выбора оптимального размера
шага представлена далее.
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3.1. Стратегия выбора оптимального размера шага
метода Ньютона–Рафсона

Метод Ньютона–Рафсона крайне чувствителен к исходному приближению.
В некоторых случаях неправильный выбор стартовой точки может привести
к большому количеству итераций, либо метод вовсе не сойдется. Для обеспе-
чения более быстрой сходимости, а также глобальной сходимости при любом
адекватном начальном приближении систему уравнений необходимо допол-
нить коэффициентом демпфирования α, который был представлен в (10).
Один из наиболее эффективных и простых, с точки зрения вычислительного
времени, метод – изменение α на каждой итерации расчета.

Запишем исходную систему уравнений в компактной форме:

H(z) =
{

F(x, λ) = 0

g(x) = 0.
(12)

Вектор z представляет собой набор переменных z = [x, λ]⊤. В декартовой
формулировке уравнения, рассматриваемые в (4), являются набором квад-
ратичных уравнений, а условие трансверсальности g(x) = 0 является просто
линейным уравнением, особенно в случае, когда условие трансверсальности
записано через сингулярное разложение якобиана. Следовательно, для точ-
ки z(κ) и вектора ∆z(κ) систему (12) можно аппроксимировать разложением
Тейлора второго порядка как

H(z(κ) +∆z(κ))≈H(z(κ)) +

+ [∇zH(z(κ))] ∆z(κ) +
1

2
(∆z(κ))⊤[∇zzH(z(κ))] ∆z(κ).

(13)

Поскольку все уравнения в (4) – второго порядка, а g(x) – линейное, то
(13) выполняется строго. Оптимальный размер шага α(κ) в направлении век-
тора ∆z(κ) будем искать как решение следующей задачи минимизации:

H(α) =
{

H(z(κ)) + α[∇zH(z(κ))] ∆z(κ) +

+
α2

2
(∆z(κ))⊤[∇zzH(z(κ))] ∆z(κ)

}

,

(14)

α(κ) = argmin
α

1

2
‖H(α)‖22.(15)

Задачу оптимизации (15) можно решить явно, применив условие опти-
мальности первого порядка.

На рис. 3 представлены значения α(κ) на каждой итерации метода TENR
для тестовых схем IEEE, состоящих из 14, 30, 118 и 300 узлов. Эти случаи
тестирования включают в себя стандартную задачу определения предельно-
го режима при исходных условиях, когда все амплитуды напряжений в уз-
лах равны 1, а соответствующие углы – 0. Можно заметить, что изначально
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Рис. 3. Выбор оптимального размера шага α(κ) для каждой итерации
метода TENR на примере тестовых IEEE схем.

предложенная стратегия выбора шага приводит к небольшим значениям α.
Однако по мере приближения алгоритма к решению, размер шага постепен-
но увеличивается. Это поведение можно объяснить тем, что на начальных
итерациях аппроксимация уравнений в (12) первого порядка методом Тей-
лора слабо удовлетворяет равенству. По мере продвижения алгоритма эта
аппроксимация становится более точной, что приводит к увеличению разме-
ра шага α.

4. Генерирование параметров допустимых режимов

Для областей со сложной геометрией (невыпуклых, представленных нели-
нейными уравнениями), к которым безусловно относится область допустимых
режимов энергосистем, рабочий способ получения асимптотически равномер-
ных выборок основывается на использовании версии метода Монте-Карло,
а именно, Монте-Карло на основе Марковских цепей (MCMC) [22]. Одним
из наиболее известных и эффективных алгоритмов типа MCMC является
Hit-and-Run (HR), впервые предложенный в [23], а позднее переоткрытый и
подробно проанализированный в [24]. К сожалению, даже для простых плохо
обусловленных областей (например, множеств уровня плохо обусловленных
функций), метод HR не работает или, по крайней мере, в вычислительном
отношении неэффективен [25].
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Разнообразие применений и недостатки существующих методов случай-
ных блужданий открывают широкое поле для улучшения алгоритмов слу-
чайного блуждания. В частности, в работах Б.Т. Поляка были предприня-
ты попытки использовать барьерные функции, распространенные в анализе
методов внутренней точки для выпуклой оптимизации, и совместить их со
случайными блужданиями на основе марковских цепей. В результате этих
попыток был предложен барьерный метод Монте-Карло [26], чьи свойства пе-
ремешивания в некоторых случаях оказались предпочтительнее метода HR.
Однако сложность каждой итерации в целом оставалась достаточно высо-

кой (в частности, на каждой итерации требуется вычисление
(
∇2F (x)

)−1/2
,

где F (x) – барьерная функция для области Q). Более того, такой подход не
может ускорить сходимость распределения получаемых точек к равномер-
ному для областей, подобных симплексам. Наконец, в [27] излагается идея
метода бильярдного блуждания – Billiard Walk, доказываются теоремы об
асимптотической равномерности генерируемых точек для выпуклого и невы-
пуклого случая. В отличие от метода Ball Walk, где каждая последующая
точка выбирается случайно равномерно в пересечении шара с центром в те-
кущей точке и рассматриваемой области, и метода Hit-and-Run, где следую-
щая точка выбирается случайно равномерно на случайной хорде, проведен-
ной через текущую точку, в основу метода Billiard Walk положена бильярдная
траектория случайной длины, выпущенная из текущей точки в случайном
направлении.

Метод Hit-and-Run и его усовершенствованная модификация – метод
Billiard Walk – предоставляют полезную возможность для генерации точек
в области допустимых режимов. Единственное требование к области состо-
ит в том, что для нее должна существовать процедура граничного ораку-
ла и, в случае бильярдного блуждаения, способа восстановления нормали
к границе.

Опишем работу метода Hit-and-Run и необходимую для его реализации
процедуру граничного оракула для области допустимых режимов энергоси-
стемы. Генерируемые точки расположены в многомерном пространстве пол-
ных узловых мощностей Si = Pi + jQi, i = 1, . . . , n, включающихся в себя ак-
тивную мощность Pi и реактивную мощность Qi.

1. Выбрать начальную точку S0, k = 0. Это может быть любой допусти-
мый режим или так называемый плоский старт: Vi = 1, Pi = 0, Qi = 0,
i = 1, . . . , n.

2. Сгенерировать случайный профиль утяжеления dk, равномерно распре-
деленный на единичной сфере в R2n. Компоненты вектора d отражают
приращения активной и реактивной мощности в правой части уравне-
ний (1)–(2).

3. Вычислить предельные режимы в направлениях утяжеления dk и −dk
и соответствующие им λ, λ с помощью метода TENR.
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4. Увеличить счетчик k = k + 1 и выбрать следующую допустимую точку
Sk = Sk−1 + td, где скаляр t выбран случайно равномерно на отрезке
[−λ, λ].

5. Сохранить Sk и значения, соответствующие предельным режимам, и
перейти к шагу 2.

При реализации метода Billiard Walk в качестве нормали следует исполь-
зовать собственный вектор матрицы Якоби, соответствующий нулевому соб-
ственному значению.

5. Численные примеры

Проиллюстрируем эффективность метода TENR и его модификаций для
анализа предельных и генерирования допустимых режимов энергосистем.
В качестве примера будут выбраны несколько модельных энергосистем из
коллекции IEEE [28, 29], широко используемые в академических исследова-
ниях. Метод TENR интегрирован в программный комплекс с открытым ко-
дом – PESOL [30].

5.1. Вычисление предельных режимов

Сравнение точности оценки граничных режимов проводилось между
TENR и тремя наиболее распространенными методами оценки предель-
ных состояний, интегрированными в различные программные комплексы:
Continuation Power Flow (CPF), Power System Analysis Toolbox (PSAT) и
MATPOWER. Результаты сравнения значений λ, характеризующих запасы
статической устойчивости, представлены в табл. 1.

Результаты сравнения метода TENR с прямыми конкурентами показыва-
ют, что запас устойчивости, рассчитанный с помощью TENR, во всех рас-
смотренных случаях не ниже, чем значения, полученные с помощью других
методов. Также для некоторых случаев TENR указал действительный за-
пас устойчивости чуть больше, чем другие методы. Главное преимущество
TENR – скорость расчета и возможность масштабирования (расчет энерго-
систем размерностью в тысячи узлов). Подробное сравнение скорости расчета
с помощью TENR с прямыми конкурентами представлено в [14].

Таблица 1. Сравнение запаса устойчивости, полученного с помощью
метода TENR с аналогами (без учета ограничений по напряжению)

IEEE-схема λTENR λCPF λPSAT λMAT

9 узлов 1,486 1,486 1,481 1,483
14 узлов 3,061 3,061 3,059 3,056
30 узлов 1.958 1.957 1,959 1,838
57 узлов 0,893 0,892 0,891 0,890
118 узлов 2,188 2,187 2,187 2,184
300 узлов 0,430 0,430 0,429 0,425
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5.2. Генерирование параметров допустимых режимов

В настоящей работе в качестве примера рассмотрена пятиузловая схема,
которая представлена на рис. 4. Указанная система – модифицированный
пример, впервые представленный в [31]: узел 1 – базисный узел с напряже-
нием V̂1 = 1,0. Здесь используется принятое в электроэнергетике описание
комплексного напряжения в полярной форме |V |e jδ, где фазовый угол за-
писывается следом за модулем в форме V ∠δ. Остальные узлы в системе –
PV-узлы с фиксированным значением напряжения 1.0 (p.u.), за исключени-
ем узла 3, который является PQ-узлом с комплексным значением напряже-
ния V̂3 = |V3|e jδ3 . Также предполагается, что в узлах 4 и 5 установлены
синхронные компенсаторы с нулевой активной мощностью. Следовательно,
пространство решений ограничено параметрами P2, P3, Q3.

Рассмотрим сечение допустимой области плоскостью параметров P2 − P3,
остальные параметры правой части УУР оставим фиксированными, как ука-
зано выше, Q3 = 2. Результаты генерации 80 и 200 допустимых режимов пред-
ставлены на рис. 5 и 6. Точки соответствуют внутренним точкам области до-
пустимых режимов, а крестики – граничным режимам. Из рисунков видно,
что 200 сгенерированных допустимых режимов уже достаточно для решения
практических задач оптимизации режима, а предельные режимы довольно
плотно покрывают границу допустимой области.

Рис. 4. Пятиузловая схема энергосистемы.
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Рис. 5. Сечение области существования режима плоскостью параметров P2–P3

с фиксированным значением Q3 = 2 p.u. (80 допустимых точек).

-2

-3

-1

0

1

2

3

-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0

Предельные режимы

Допустимые режимы

Граница области допустимых режимов

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
P3 (p.u.)

P
2
 (

p
.u

.)

Рис. 6. Сечение области существования режима плоскостью параметров P2−P3

с фиксированным значением Q3 = 2 p.u. (200 допустимых точек).
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6. Заключение

В данной статье описаны основные трудности, возникающие при вычисле-
нии параметров критических режимов энергосистем, а также представлен ме-
тод TENR, который на данный момент выглядит как наиболее эффективный
метод для рассчета предельных режимов. Более того, впервые представлено
и протестировано использование метода TENR для построения процедуры
граничного оракула и генерации с его помощью точек в области допустимых
режимов.

Удивительным образом задачи анализа допустимых и предельных режи-
мов энергосистем черпают свои решения в работах Б.Т. Поляка. Для энерге-
тики оказались чрезвычайно полезны результаты по выпуклости образа квад-
ратичного отображения, модификаций метода Ньютона и подробное описа-
ние схем случайных блужданий для генерации точек в областях со сложной
геометрией. Авторы не сомневаются, что новые подобные связки и мосты
исследователям еще предстоит обнаружить в будущем.
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Рассматривается задача решения системы нелинейных уравнений с
произвольной, но непрерывной вектор-функцией в левой части, о которой
можно иметь только значения ее компонент. Для определения прибли-
женного решения используется какой-нибудь итерационный метод с па-
раметрами, качественные свойства которого оцениваются квадратичным
функционалом невязки. Предлагается самообучающаяся процедура (под-
крепления), основанная на вспомогательных МК-испытаниях, на функ-
ции полезности экспоненциального класса и функции выигрыша, реали-
зующей принцип оптимальности Беллмана. Доказана теорема о строгом
монотонном убывании функционала невязки.
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1. Введение

Подавляющее большинство прикладных задач сводятся к необходимо-
сти решать нелинейные уравнения. Параметризованные итерационные мето-
ды являются классическим инструментом, позволяющим при определенных
условиях получать приближенные решения [1–4] нелинейных уравнений. Эти-
ми условиями являются определенные свойства функций (выпуклость, вогну-
тость, дифференцируемость и др.), входящих в уравнения, и интервальные
достаточные параметрические условия, при которых обеспечивается сходи-
мость соответствующего итерационного метода.

Возрастающая сложность функций сужает множество классов тех из них,
для которых удается проверять эти свойства и использовать результаты
проверки в подходящих итерационных методах. Что касается интервальных
условий на параметры итерационных методов, то они существенно зависят
от свойств функций, которые в общем случае непроверяемы.

Для выхода из этой ситуации предлагается использовать идеи машинно-
го обучения с подкреплением (reinforcement learning), примененных к ите-
рационному вычислительному процессу, а именно к определению значений
его параметров с помощью статистического МК-эксперимента и игровой ма-
тематической модели. Суть этой ветви машинного обучения состоит в том,
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чтобы обучать объект (модель, алгоритм, и т.д.) путем взаимодействия не с
«учителем», а со «средой», используя метод проб и ошибок, сопровождаемый
награждением или наказанием его результатов.

Этот подход применялся к задачам кластеризации и распознавания, по-
видимому, потому, что в них удалось вычислять так называемые признако-
вые характеристики в виде «расстояний» между объектами. Именно на ба-
зе матрицы расстояний устраивались некие «поощрения» или «наказания»
в настройках параметров алгоритма. В качестве последнего использовались
нейронные сети [7] и игровые модели, реализующие принцип конкуренции уз-
лов нейронной сети: преимуществом обладали узлы, для которых расстояние
между объектами на каждом шаге алгоритма оказывалось минимальным [8].

В дальнейшем обучение с подкреплением, базирующееся на автоматных
моделях взаимодействия объекта (агента) с окружением (средой), имитирова-
лось в игровых терминах (стратегии, функции полезности, выигрыш, проиг-
рыш) и активно развивалось [9]. Появилось множество алгоритмов, которые
различались моделями и объемами априорных сведений об окружении (сре-
де), алгоритмами выбора стратегий и процедурами формирования функций
полезности [10–13].

Важной компонентой процедур обучения с подкреплением являются МК-
испытания, с помощью которых имитируются стратегии агента [14]. Они ис-
пользуются для осреднения фиксированного количества текущих наград с
учетом их дисконтирования. Полученная таким образом функция, зависящая
от состояния среды и стратегии агента, принималась за функцию полезно-
сти (аналог целевой функции в процедурах обучения с учителем), которая в
процессе обучения последовательно максимизировалась [15, 16], с использо-
ванием принципа оптимальности Беллмана [17] в сочетании с методом стоха-
стической аппроксимации [18].

В данной работе рассматривается задачи численного решения системы
нелинейных уравнений с помощью параметризованной итерационной проце-
дуры, сходимость которой зависит от значений этих параметров. Для опре-
деления последних развивается обучающая процедура с подкреплением, ос-
нованная на игровой модели.

2. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейное уравнение в виде

(2.1) f(x) = 1, (f, x, 1) ∈ Rn.

Про функцию f известно, что доступны только значения ее компонент
fi(x(k)), i = 1, n; k = 1, . . . .

Определим функционал невязки в следующем виде:

(2.2) J(x) = ‖f(x)− 1‖2 > 0.
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Абсолютный минимум этого функционала равен нулю. В общем случае он не

единственный, т.е. существует конечное множество точек X = {x(1)∗ , . . . , x(r)∗ },
в которых функционал невязки равен нулю. В этой ситуации будем считать
подходящим любое решение из множества X.

Поиск приближенного решение указанного уравнения осуществляется ите-
рационной процедурой марковского типа. В ней приближенное решение x(p+1)

на (p + 1)-м шаге процедуры приравнивается значению оператора B[x(p), a(p)]
итерационной процедуры на p-м шаге, зависящего от значений компонент
функции f(x(p)) и вектора параметров этой процедуры a(p) ∈ A⊂Rr, управ-
ляющих качественными свойствами итерационного процесса:

(2.3) x(p+1) = B[f(x(p)), a(p)].

Под качественными свойствами обычно понимается сходимость, скорость
сходимости, точность. Условия их выполнения формулируются в терминах
вектора a и интервальных неравенств, зависящих от свойств оператора B и
от свойств функции f(x).

Однако поскольку функция f(x) может иметь произвольную структуру, ко-
торая не позволяет постулировать или обнаруживать какие-либо ее свойства,
то аналитическая проверка этих неравенств оказывается невозможной.

Для преодоления этой ситуации воспользуемся идеями подкрепления, ак-
тивно применяемыми в различных конкретных реализациях в современных
процедурах машинного обучения. В данном случае подкрепление предназна-
чено для определения на каждом шаге итерационной процедуры подходящего
вектора параметров a путем соответствующей самообучающейся процедуры.

Предлагается для определения подходящих параметров a итерационной
процедуры (2.3) игровая модель, функционирующая в интервалах между p-м
и (p + 1)-м шагами, которая имитирует поведение агента – стратегию из-
менения параметров a в зависимости от качества реакции среды. Последнее
характеризуется условным выигрышем – функцией, зависящий от значений
функционала невязки и его декремента.

3. Структура процедуры подкрепления

Рассмотрим исходную задачу (2.1), решение которой будем искать путем
минимизации функционала невязки

(3.1) J(x)⇒ min, x ∈ Rn.

В некоторых задачах может оказаться полезным преобразование задачи
(2.1). Введем новые переменные

zi =
1

1 + exp(−bixi)
, xi =

1

bi
ln

zi
1− zi

, i = 1, n.
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Тогда задача (2.1) приобретает следующий вид:

J(z) = ‖Ψ(z)‖ ⇒ min, z ∈ Zn
+ = [0, 1], Ψ(z) = f(z)− 1.

Решение задачи (2.1) будем искать, воспользовавшись итерационной про-
цедурой (2.3), полагая, что параметры a интервального типа: a ∈ [a−, a+].

Для определения значений компонент вектора a в процедуре (2.3) вос-
пользуемся технологией подкрепления, реализуя ее в интервале между p-м и
(p+ 1)-м шагами итерационной процедуры (2.3).

Основу этой технологии составляет игровая модель, в которой имитирует-
ся игра агента со средой. Агент генерирует стратегии (действия), приводя-
щие к изменениям среды. Ценность этих изменений характеризуется функци-
ей полезности. От успешности стратегии агента и полезности ее для среды
зависит значение функции выигрыша.

В промежутке между шагами итерационной процедуры производится ста-
тистический имитационный эксперимент посредством заданного количества
Монте-Карло (МК-) испытаний M , которые имитируют стратегии агента, т.е.
значения компонент вектора a(p,k), где k = 1,M .

В качестве действий агента будем рассматривать вектор x(p,k+1), который
имеет вид

(3.2) x(p,k+1) = B[f(x(p,k)), a(p,k)], p = fix, k = 1,M.

Средой в этой задаче является функционал невязки J(x | a). В результате
MK-имитируемых действий агента возникает последовательность из M невя-
зок

(3.3) J(x(p,1) | a(p,1)), . . . , J(x(p,M) | a(p,M))

и их декрементов

(3.4) u(p,k)(a(p,k)) = J(x(p,k+1) | a(p,k))− J(x(p,k) | a(p,k−1)), k = 1,M.

Введем функцию полезности, которая характеризует качество реакции сре-
ды, измеряемое величиной декремента:

(3.5) ϕ(u(p,k)(a(p,k))) = α exp[u(p,k)(a(p,k))].

Качество стратегий агента оценивается в терминах выигрыша, т.е. соответ-
ствующей функции, которая характеризует зависимость величины выигрыша
от стратегии агента. Выбор подходящей функции выигрыша представляется
творческой задачей [2], связанной с некоторым перебором. Некоторые общие
свойства этой функции можно декларировать. Это – непрерывная, ограни-
ченная функция следующего вида:

(3.6) Q(a(p,k)) =

{

l(u(p,k)(a(p,k))), ϕ(u(p,k)(a(p,k))) 6 1

0, ϕ(u(p,k)(a(p,k))) > 1.
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Здесь функция

(3.7) l(u(p,k)(a(p,k))) =

{

αϕ(u(p,k)(a(p,k))), 0 > u(p,k)(a(p,k)) > −U,

0, u(p,k)(a(p,k)) > 0,

где U – предельное значение модуля декремента.

В результате применения МК-испытаний получаем набор значений функ-
ций выигрыша. По концепции подкрепления применительно к итерационной
процедуре (2.3) оптимальное значение параметра a(p+1) определяется по сле-
дующему правилу:

(3.8) a(p+1) = a(p) + β arg max
16j6M

Q(a(p,kj)).

Если агент выбирает стратегию по правилу (3.8), то учитывая (3.6), будем
иметь:

(3.9) J(a(p+1)) < J(a(p)).

Таким образом, доказана следующая теорема о свойствах последователь-
ности невязок при использовании итерационной процедуры с подкреплением
(3.5)–(3.8)

Те ор ем а 1. Пусть:

a) для функции f(x) в (2.1) доступны только значения ее компонент
fi(x(k)), i = 1, n;

б) параметры итерационной процедуры a выбираются по правилу (3.9),
(3.8), (3.6).

Тогда итерационная процедура (3.2) с подкреплением (3.5)–(3.8) гене-
рируют строго монотонно убывающую последовательность функционалов
невязки J(x) (3.1).

Данная теорема не есть теорема сходимости итерационной процедуры в
математическом смысле, т.е. сходимости к одному из решений. Однако из-
вестно, что этому решению соответствует нулевое значение невязки. Теоре-
ма утверждает, что последовательность невязок является строго монотонно
убывающей. Поэтому с учетом того, что погрешность вычислений конечна и
может быть задана, полученное при ее достижении значение параметров a
может быть принято за решение.

4. Заключение

Рассмотрена задача поиска решения системы нелинейных уравнений с
непрерывными функциями в левых частях. Доступной априорной информа-
цией об этих функциях являются только их значения. Для поиска решений
при таких условиях используется итерационная процедура с параметрами, с
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помощью управления значениями которых можно обеспечить ее сходимость
в каком-либо смысле.

Предлагается использовать идеи подкрепления, достаточно активно раз-
виваемые в теории и практике машинного обучения. Разработана самообуча-
ющаяся процедура, в которой на каждом шаге итераций производится задан-
ное количество МК-испытаний, имитирующих стратегии агента, которыми
в данном случае являются значения параметров итерационной процедуры.
Функции среды в данной процедуре выполняет функционал невязки (3.2),
а его реакцией на действия агента является декремент (3.3) этого функцио-
нала. Для приемлемого течения итерационного процесса необходимо, чтобы
декремент уменьшался. Величина декремента характеризуется функцией по-
лезности экспоненциального типа, в терминах которой меньшим (с учетом
знака) значениям декремента соответствуют большие значения функции по-
лезности. Действия агента, т.е. реализованные параметры итерационной про-
цедуры, оцениваются функцией выигрыша, морфология которой учитывает
как состояние среды, так и степень успешности действий агента.

Доказано, что в результате применения указанной процедуры самообуче-
ния итерационный алгоритм с подкреплением генерирует строго монотонна
убывающую последовательность функционалов невязки.
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